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Lien entre ces deux thématiques

Modèle d’un système mécanique (auto-)oscillant couplé à un absorbeur dynamique non
linéaire de faible masse

et
Modèle d’instrument à anche dont les paramètres de contrôle (ou de bifurcation) varient

lentement dans le temps

⇒ Systèmes dynamiques lents-rapides
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Introduction

Absorbeurs dynamiques non linéaires de type « NES »
▶ En anglais, Nonlinear Energy Sink : NES

▶ Oscillateurs à raideur fortement non linéaire, généralement
purement cubique et amortissement linéaire :

ḧ + µḣ + αh3 = 0
▶ Couplés à un système primaire (SP), ils ont la capacité :

- d’adapter leur fréquence à celle du SP (relation
amplitude/fréquence)

- d’absorber l’énergie du SP de manière irréversible
(sous conditions)

Pompage Énergétique
(Targeted Energy Transfer - TET)

▶ Moyen de contrôle passif de vibrations de systèmes mécaniques et acoustiques :
- Vibrations libres
- Vibrations forcées
- Vibrations auto-entretenues
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État de l’art Rappels, définitions et articles de références

Oscillations auto-entretenues : oscillateur de Van der Pol (VDP)

Oscillations auto-entretenues
Génération et maintien d’un mouvement périodique
(cycle limite) par une source d’énergie dépourvue
de toute périodicité

Oscillateur de Van der Pol (VDP)

m = 1

VDP(−ερ, ερ)

k = 1
x

ẍ + ερẋ (x2 − 1) + x = 0
ρ : paramètre de bifurcation

▶ ρ < 0 : Équilibre stable
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▶ ρ > 0 : Équilibre instable + Cycle Limite
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État de l’art Rappels, définitions et articles de références

Oscillateur de Van der Pol couplé à un NES

m = 1 ε

Système Primaire
(Van der Pol) NES(−ερ, ερ) εµ

k = 1 εα
x h

Équations du mouvement adimensionnées

NES léger ⇒ 0 < ε ≪ 1 ẍ + ερẋ (x2 − 1) + x + εµ(ẋ − ḣ) + εα(x − h)3 = 0
εḧ + εµ(ẋ − ḣ) + εα(x − h)3 = 0
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État de l’art Rappels, définitions et articles de références

Limite de fonctionnement du NES

Diagramme de bifurcation
Amplitude du régime établi en fonction

du paramètre de bifurcation ρ

Sans NES Avec NES
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Analyse à l’ordre 0

Prédiction théorique de la limite de fonctionnement dans le cas limite où ε = 0
O. V. Gendelman et T. Bar : Bifurcations of self-excitation regimes in a Van der Pol oscillator with a nonlinear
energy sink. Physica D, 239(3-4):220–229, février 2010.
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État de l’art Description de l’analyse à l’ordre zéro

Équations de la dynamique moyennée
▶ Changement de variable : x (VDP) et h (NES) ⇒ u1 = x + εh et u2 = x − h

⇒ Hypothèse de résonance 1 : 1
↪→ Obtention de la dynamique moyennée (ou flot lent) par une méthode de Moyennisation :

ṙ = εf (r , s, ∆)
ṡ = g1(r , s, ∆, ε)
∆̇ = g2(r , s, ∆, ε)

r et s : amplitudes de u1 et u2∆ : différence de phase entre u2 et u1

Dynamique moyennée ≡ système lent-rapide : 1 variable lente r et 2 variables rapides s et ∆
⇒ Le profil temporel des variables possède des phases rapides et des phases lentes
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ṙ = εf (r , s, ∆)
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État de l’art Description de l’analyse à l’ordre zéro

Analyse à l’ordre 0 de la dynamique moyennée
Méthode des échelles de temps multiples

Dynamique moyennée ≡ Système lent-rapide
▶ Le profil temporel de ses variables possède des phases rapides et des phases lentes
▶ Analysé par une méthode aux échelles de temps multiples

Dynamique moyennée
à l’échelle de temps rapide t

ṙ = εf (r , s, ∆)
ṡ = g1(r , s, ∆, ε)
∆̇ = g2(r , s, ∆, ε)

quand ε = 0 on a :
ṙ = 0
ṡ = g1 (r , s, ∆, 0)
∆̇ = g2 (r , s, ∆, 0)

↪→ sous-système rapide
décrit les phases rapides

Dynamique moyennée
à l’échelle de temps lente τ = εt

r ′ = f (r , s, ∆)
εs′ = g1 (r , s, ∆, ε)
ε∆′ = g2 (r , s, ∆, ε)

quand ε = 0 on a
r ′ = f (r , s, ∆)
0 = g1 (r , s, ∆, 0)
0 = g2 (r , s, ∆, 0)

↪→ sous-système lent
décrit les phases lentes
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ṡ = g1(r , s, ∆, ε)
∆̇ = g2(r , s, ∆, ε)

quand ε = 0 on a :
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État de l’art Description de l’analyse à l’ordre zéro

Analyse à l’ordre 0 de la dynamique moyennée
Méthode des échelles de temps multiples

Dynamique moyennée ≡ Système lent-rapide
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État de l’art Description de l’analyse à l’ordre zéro

Analyse à l’ordre 0 de la dynamique moyennée
Variété critique

M0 = { (r , s, ∆)
∣∣∣ g1(r , s, ∆, 0) = 0 , g2(r , s, ∆, 0) = 0}

r = H(s) et ∆ = G(s)
La variété critique M0 est constituée d’une partie
attractive et d’une partie répulsive :

▶ en dehors de la VC : évolution à l’échelle de
temps rapide (sous-système rapide) vers une
branche attractive de la variété critique

▶ sur de la VC : évolution à l’échelle de temps
lente (sous-système lent)

r = H(s)
VC

Attractive
VC

Répulsive
VC

Attractive

Sur la VC
Évolution lente

En dehors de la VC
Évolution rapider

s

Points fixes

▶ Points fixes (PF) ≡ solution de ṙ = 0, ṡ = 0, ∆̇ = 0 . Ils sont stables ou instables

⇒ Analyse à l’ordre 0 : PF sur M0 : r ′ = f (r , s, ∆) ⇒ s′ = F (s) ⇒ PF solutions de F (s) = 0
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État de l’art Description de l’analyse à l’ordre zéro

Analyse à l’ordre 0 de la dynamique moyennée
Prédiction de la limite de fonctionnement

• Condition initiale • Points fixes stables • Points fixes instables • Points-col • Points d’arrivée à l’ordre 0
SMR

r

s

Point-col gauche

VC
Attractive

VC
Attractive

VC
Répulsive

Pas d’atténuation

r

s

Point-col gauche

VC
Attractive

VC
Répulsive

VC
Attractive

Estimation du point d’arrivé

(sa, ra) = (sU, rCG)

Limite de fonctionnement théorique (à l’ordre 0)

Valeur du paramètre de bifurcation ρ (notée ρ∗0 ) solution de :
rPFM = ra = rCG
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État de l’art Description de l’analyse à l’ordre zéro

Analyse à l’ordre 0 de la dynamique moyennée
Limitations de l’analyse à l’ordre 0

Comparaison théorie/numérique pour ε = 0.015
Théorique

Numérique

Dynamique originale

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

L
im
ite

d
e
fo
n
c
tio
n
n
e
m
e
n
t

µ : coefficient d’amortissement du NES

simulation numérique de la
dynamique moyennée

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Pour les « grandes » valeurs de ε :
▶ Sous-estimation du point d’arrivée ⇒ Sur-estimation de la limite de fonctionnement
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Prédiction améliorée de la limite de fonctionnement

Plan

1. Introduction

2. État de l’art

3. Prédiction améliorée de la limite de fonctionnement
3.1. Introduction
3.2. Résultats : loi d’échelle et nouvelle prédiction de la limite de fonctionnement
3.3. Conclusions et perspectives

4. Influence d’un forçage stochastique sur la limite de fonctionnement
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Prédiction améliorée de la limite de fonctionnement Introduction

Résultats présentés

Limitations de la prédiction à l’ordre 0

▶ Analyse à l’ordre : cas limite où ε = 0
⇒ Perd son pouvoir prédictif pour les « grandes » valeurs de ε
⇒ Ne décrit pas l’évolution de la limite de fonctionnement en fonction de ε

Résultats présentés (Loi d’échelle)

▶ Loi d’échelle de la dynamique moyennée au voisinage du point-col gauche de la variété critique
⇒ Prédiction théorique de la limite de fonctionnement qui prend en compte la valeur de ε

B. Bergeot : Scaling law for the slow flow of an unstable mechanical system coupled to a nonlinear energy sink.
Journal of Sound and Vibration, 503:116109, 2021.
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Prédiction améliorée de la limite de fonctionnement Résultats : loi d’échelle et nouvelle prédiction de la limite de fonctionnement
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Prédiction améliorée de la limite de fonctionnement Résultats : loi d’échelle et nouvelle prédiction de la limite de fonctionnement

Réduction à la variété centrale

Attractive Repulsive

0.0 0.2 0.4 0.60.0

0.1

0.2

0.3

0.4

Réduction ici

Au niveau du point-col gauche (rCG, sCG, ∆CG) on
réduit la dynamique moyennée

r ′ = f (r , s, ∆)
εs′ = g̃1 (r , s, ∆, ε)
ε∆′ = g̃2 (r , s, ∆, ε)

à la forme normale d’une bifurcation col-nœud
dynamique :

v ′ = 1
ε̂q′a = q2a + v

v : liée à la variable lente r
qa : liée aux variables rapides s et ∆
ε̂ : lié à ε

⇒ Possède une solution analytique

Loi d’échelle (forme normale)
Expression analytique de qa en fonction v et ε̂ :

q⋆a(v ) = ε̂1/3 Ai′ (−ε̂−2/3v)
Ai (−ε̂−2/3v )

Ai : function de Airy
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Prédiction améliorée de la limite de fonctionnement Résultats : loi d’échelle et nouvelle prédiction de la limite de fonctionnement

Réduction à la variété centrale

Loi d’échelle (dynamique moyennée)
Expression analytique de s en fonction r :

s⋆(r ) = sCG + ε1/3K1
Ai′ (−ε−2/3K2

(r − rCG))
Ai (−ε−2/3K2 (r − rCG))

▶ K1 et K2 : constantes dépendant des paramètres
du modèle

Nouvelle estimation du point d’arrivée (sa, ra)
r0 < ra < r∞

r0 : défini tel que s⋆(r ) = sCG
⇒ premier zéro de la dérivée de la fonction de Airy

r∞ : défini tel que s⋆(r ) → ∞
⇒ premier zéro de la fonction de Airy
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Prédiction améliorée de la limite de fonctionnement Résultats : loi d’échelle et nouvelle prédiction de la limite de fonctionnement

Nouvelle prédiction théorique de la limite de fonctionnement

À partir de l’analyse à l’ordre 0

Valeur de ρ (notée ρ∗0 ) solution de :

rPFM = ra = rCG

À partir de la loi d’échelle
+ Ordre 0 valable en dehors des points-col

Borne inférieure : ρ∗ε,inf solution de :

rPFM = ra = r∞

Borne supérieure : ρ∗ε,sup solution de :

rPFM = ra = r0
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rPFM = ra = rCG

À partir de la loi d’échelle
+ Ordre 0 valable en dehors des points-col

Borne inférieure : ρ∗ε,inf solution de :

rPFM = ra = r∞

Borne supérieure : ρ∗ε,sup solution de :
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Conclusions
▶ Loi d’échelle au niveau du point-col gauche de la dynamique moyennée d’un oscillateur

auto-entretenu couplé à un NES
- Permet l’amélioration de la prédiction théorique de la limite de fonctionnement du NES

▶ Généralisation à un système primaire à plusieurs DDL ne possédant qu’un mode instable :
B. Bergeot : Scaling law for the slow flow of an unstable mechanical system coupled to a nonlinear
energy sink. Journal of Sound and Vibration, 503:116109, 2021.

Perspective
▶ Optimisation des paramètres du NES dans le but de maximiser sa limite de fonctionnement
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Influence d’un forçage stochastique sur la limite de fonctionnement Introduction

Context

Aim of the study
▶ Investigate the influence of stochasticity on the dynamic behavior of a self-sustained oscillator

coupled to an NES

Results presented
▶ Dynamic behavior of Van der Pol oscillator undergoing a Gaussian white noise forcing and coupledto an NES

B. Bergeot : Effect of stochastic forcing on the dynamic behavior of a self-sustained oscillator coupled to a
non-linear energy sink. International Journal of Non-Linear Mechanics, 150:104351, 2023.
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Influence d’un forçage stochastique sur la limite de fonctionnement Résultats

Stochastic slow flow (or averaged) dynamics

Van der Pol oscillator with stochastic forcing and coupled to an NES

ẍ + ερẋ (rx2 − 1) + x + εµ(ẋ − ḣ) + εα(x − h)3 = ενξ(t)
εḧ + εµ(ẋ − ḣ) + εα(x − h)3 = 0

▶ NES léger ⇒ 0 < ε ≪ 1
▶ ξ : Gaussian white noise
▶ εν : noise level

Stochastic slow flow (or averaged) dynamics
Obtained by means of the standard stochastic averaging method :

r ′ = f (r , s, ∆) + √εσξ(t)
εs′ = g1 (r , s, ∆)
ε∆′ = g2 (r , s, ∆)

0th-order analysis identical to the deterministic case
⇒ critical manifold and fixed points deterministic ⇒ effect of noise at O(ε) :

Question : Influence of noise mainly near the fold points (deterministic behavior elsewhere) ?
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Examples of simulations
▶ ρ < ρ∗ : Deterministic case : SMR (mitigation)

▶ Stochastic case (example of 2 samples) :
Sample 1
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• Points fixe instable (sPFM , rPFM ) de la dynamique moyennée déterministe
▶ Effect of noise important at O(ε) everywhere (not only at the fold points) :

⇒ reasoning which allows to predict the system behavior in the deterministic case can be
contradicted in presence of noise.

▶ On average, the ordinate of the arrival point in presence noise is larger than in the deterministic
case ⇒ noise promotes the non mitigation regimes.
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Probability of being in a mitigation regime

Definition
The probability of being in a mitigation regime, denoted ph,n , is the probability for the system of
being in a mitigation regime after a given number n of full cycles of relaxation oscillations.

Stochastic:

Deterministic:

Slow flow
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Figure : ph,0 obtained using the Monte Carlo
method with the stochastic slow flow

⇒ Discontinuity at ρ∗ is lost in presence of noise
⇒ Noise promotes the non mitigation regime
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Influence d’un forçage stochastique sur la limite de fonctionnement Conclusions and perspectives

Conclusions
▶ Effect of noise important at order ε everywhere (not only at the fold points).
▶ Noise smooths the system behavior at the mitigation limit and promotes the non mitigation regimes.
▶ Analyzing the system should be done entirely at the order ε (not only at the fold points).

Perspectives
▶ Theoretical analysis of the stochastic slow flow inspired by methodologies dedicated to theanalysis of noisy slow-fast systems

Nils Berglund et Barbara Gentz : Stochastic Dynamic Bifurcations and Excitability. In Stochastic
Methods in Neuroscience. Oxford Scholarship Online, 2010.
Nils Berglund et Barbara Gentz : Berglund, Gentz - 2006 - Noise-induced phenomena in slow-fast
dynamical systems a sample-paths approach. Springer London, 2006.
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Deuxième partie
Phénomènes transitoires dans les instruments de musique à

anche

Collaborateurs : Soizic Terrien1 et Christophe Vergez2

1Laboratoire d’Acoustique de l’Université du Mans (LAUM), UMR 6613, Le Mans Université, France
2CNRS, LMA UMR7031, Marseille, France
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Introduction

Contexte
Modèle physique d’instrument à anche

▶ Système dynamique non linéaire reliant des paramètres de contrôle
(pression de souffle) à des variable de sorties (pression dans le bec)

▶ Les études théoriques d’analyse de la production du son se font à
paramètres de contrôle constants, elle montrent :

- Apparition du son = bifurcation de Hopf de la solution triviale au
profit d’une solution périodique stable

- Présence de multistabilité

Constat : le musicien fait varier des paramètres de contrôle dans le temps.
Questions

▶ Une variation dans le temps des paramètres ̸= succession d’états statiques ?
▶ Si non, pendant un transitoire d’attaque, quelles conséquences :

- sur l’apparition du son ? (notion de retard à la bifurcation)
- sur le régime atteint en cas de multistabilité ? (notion de bassin

d’attraction « dynamique »)
Aujourd’hui : cas d’une variation linéaire du paramètre de contrôle « pression de souffle »
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- sur l’apparition du son ? (notion de retard à la bifurcation)
- sur le régime atteint en cas de multistabilité ? (notion de bassin

d’attraction « dynamique »)
Aujourd’hui : cas d’une variation linéaire du paramètre de contrôle « pression de souffle »
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Retard à la bifurcation Introduction

Retard à la bifurcation
Illustration numérique avec la simulation d’un modèle clarinette

Modèle de clarinette (dynamique originale 3D)
▶ Variables de sortie : p (pression dans le bec) et ṗ
▶ Paramètre de contrôle : γ (pression de souffle)
▶ Bifurcation « statique » de Hopf : silence (point fixe trivial) → note (solution périodique)
Diagramme de bifurcation
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▶ Paramètre de contrôle : γ (pression de souffle)
▶ Bifurcation « statique » de Hopf : silence (point fixe trivial) → note (solution périodique)
Diagramme de bifurcation

statique

Stable Unstable

0 0.2 0.6 0.8 1 1.2

-4

-2

0

2

4

P
re
ss
ur
e

Simulation numérique
temporelle

0 100 200 300 400 500 600

-4

-2

0

2

4

Time

P
re
ss
ur
e

Diagramme de bifurcation
dynamique

Stable Unstable

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

-4

-2

0

2

4

P
re
ss
ur
e

Bifurcation delay

γ̂st : point de bifurcation statique
baptiste.bergeot@insa-cvl.fr Séminaire de l’IDP Orléans, 23 mars 2023 43 / 63



Retard à la bifurcation Introduction

Retard à la bifurcation : une curiosité numérique ?
Illustration expérimentale avec une bouche artificielle et une clarinette de laboratoire

k1 (très lent) < k2 < · · · < k6 (lent)

100Pa.s−1 < · · · < 2681Pa.s−1
4 4.5 5 5.5 6 6.50

1

2

3

4

Pression dans la bouche Pm (kPa)

Am
pl

itu
de

de
P

(k
Pa
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k6
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Figures tirées de :
B. Bergeot, A. Almeida, C. Vergez, B. Gazengel et D. Ferrand : Response of an artificially blown clarinet to
different blowing pressure profiles. J. Acoust. Soc. Am., 135(1):479–490, 2014.
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Retard à la bifurcation Introduction

Travail présenté
Prédiction théorique du retard à la bifurcation dans un modèle simple d’instrument à anche.

Modèle retenu (hypothèses classiques très simplificatrices)
Instrument à anche ≡ oscillateur auto-entretenu de type Van der Pol avec ici :

▶ Pression dans la bouche γt variant dans le temps (système lent-rapide)
▶ Terme stochastique = bruit blanc ξt

p̈t + h(ṗt , pt , γt ) + pt = νξt

▶ Nouveau paramètre de bifurcation yt = γt − γ̂st (ŷst = 0)
+
Croissance linéaire du paramètre de bifurcation : yt = εt + y0 :
⇒ Système 3D autonome : p̈t + h (pt , ṗt , yt ) + pt = νξt

▶ Évolution du système en fonction de y :
⇒ Système 2D non autonome : ε2 d2py

dy2 + h (py, εṗy, y) + py = √ενξy
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p̈t + h(ṗt , pt , γt ) + pt = νξt

▶ Nouveau paramètre de bifurcation yt = γt − γ̂st (ŷst = 0)
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Retard à la bifurcation Analyse du modèle

Définition du retard à la bifurcation

Dynamique moyennée stochastique

⇒ Système 1D non autonome :

dxy = 1
ε F (xy, y)dy + σ√ε dWy

xy : amplitude de py
σ : niveau de bruit tel que σ = ν/√2
Wy : processus de Wiener tel que ξy = dWy/dy

Initial condition
Static bifurcation point
Dynamic bifurcation point

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
10-7

10-4

0.1

100

Bifurcation delay

Point de bifurcation dynamique

Défini comme la valeur de y telle que
√

E
[x2y

] = xy0

Retard à la bifurcation
Retard à la bifurcation =

Point de bifurcation dynamique
− Point de bifurcation statique (y = 0)
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Retard à la bifurcation Analyse du modèle

Solution du système moyenné linéaire
▶ Solution analytique du système moyenné linéarisé autour de xy = 0 :

dxy = 1
ε a(y)xydy + σ√ε dWy ⇒ xy = xdet(y) + σ√ε e 1ε A(y)

∫ y

y0
e− 1ε A(y′)dWy′

▶ Espérance de x2y :

E
[x2y

] = D (y) + S(y) avec D (y) = (xdet(y))2 et S(y) = σ 2
ε e 2ε A(y)

∫ y

y0
e− 2ε A(y)dy

⇒ Trois régimes identifiés [Berglund and Gentz (2006)] :
Régime I

Déterministe
S(y) < D (y)

Régime II
Stochastique (σ petit)

S(y) > D (y)

Régime III
Stochastique (σ grand)

Non traité

Nils Berglund et Barbara Gentz : Berglund, Gentz - 2006 - Noise-induced phenomena in slow-fast dynamical
systems a sample-paths approach. Springer London, 2006.
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Retard à la bifurcation Analyse du modèle

Domaines d’existence des régimes
▶ Frontière entre régimes I/II et III : dépend surtout de σ
▶ Frontière entre régimes I et II : dépend du triplet (ε, σ , y0)

Point de bifurcation dynamique
▶ Méthode : les régimes I (déterministe) et II (stochastique) sont traités séparément

Régime I
Déterministe

E
[x2y

] = D (y) +��HHS(y)
Point de bifurcation dynamique déterministe

Régime II
Stochastique (σ petit)
E

[x2y
] =��HHD (y) + S(y)

Point de bifurcation dynamique stochastique

Détails dans :
B. Bergeot et C. Vergez : Analytical prediction of delayed Hopf bifurcations in a simplified stochastic model of
reed musical instruments. Nonlinear Dynamics, 107:3291–3312, 2022. Publisher : Springer Netherlands.
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Retard à la bifurcation Analyse du modèle

Propriété du retards à la bifurcation
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Retard à la bifurcation Conclusion et perspectives
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Retard à la bifurcation Conclusion et perspectives

Conclusions
▶ Réponse à la question posée en introduction :

« Non, on ne peut pas considérer que faire varier un paramètre dans le temps, donne les
mêmes résultats qu’une succession de tests à paramètres constants ».

▶ Limite du pouvoir prédictif des modèles déterministes.
▶ Mêmes conclusions qu’avec le modèle à temps discret dit de Raman (thèse B. Bergeot) et en accord

avec l’état de l’art sur la bifurcation dynamique.

Perspectives et travail en cours
▶ Retard à la bifurcation dans un modèle plus complex.
▶ Influence de la dynamique des paramètres sur les régimes établis en cas de multistabilité : lien

avec les bassins d’attraction (section suivante).
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Bassins d’attraction dynamiques Introduction

Bassins d’attraction dynamique
Modèle de clarinette (dynamique moyennée 2D)

▶ Variable de sortie : x (amplitude de pression dans le bec p obtained by an averaging method)
▶ Paramètre de contrôle : γ (pression de souffle) variant linéairement dans le temps
▶ Bifurcation « statique » fourche (pitchfork) : silence (point fixe trivial) → note (point fixe non trivial)

⇒ Présence de mulistabilité

Problématique (bassin d’attraction « dynamique »)
▶ Partant d’une condition initiale donnée, quelle branche stable du diagramme de bifurcation la

trajectoire du système va-t-elle longer quand elle traversera la zone de bistabilité ?
ICs 1

Direct time integration:
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Direct time integration:
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▶ Variable de sortie : x (amplitude de pression dans le bec p obtained by an averaging method)
▶ Paramètre de contrôle : γ (pression de souffle) variant linéairement dans le temps
▶ Bifurcation « statique » fourche (pitchfork) : silence (point fixe trivial) → note (point fixe non trivial)

⇒ Présence de mulistabilité

Problématique (bassin d’attraction « dynamique »)
▶ Partant d’une condition initiale donnée, quelle branche stable du diagramme de bifurcation la

trajectoire du système va-t-elle longer quand elle traversera la zone de bistabilité ?
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Bassins d’attraction dynamiques Background and definitions

Background
Basin of attraction in the case of a constant blowing pressure

Simplified clarinet model with constant blowing pressure

▶ It is a 1D system : ẋ = f (x , γ)
x : the amplitude of the mouthpiece pressure p
γ : the mouth pressure (constant parameter)

▶ In the bistability region f (x , γ) = 0 has 3 solutions : 2 stable solutions, 1 unstable solution

Definition (“Static” basin of attraction)
For a given stable solution, the “Static” basin of
attraction (SBA) is the set of initial conditions leading
to this solution.
Definition (Separatrix between two SBAs)
It is the boundary in the phase space that separates
two SBAs.
Nature of the separatrix
For our 1D system, the separatrix between the SBAs of
the two stable solutions is the unstable solution.
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Bassins d’attraction dynamiques Background and definitions

Background
Simplified clarinet model with time-varying blowing pressure
It is a (1, 1)-fast-slow system (2D)

ẋ = f (x , γ)
γ̇ = ε

The fast subsystem
ẋ = f (x , γ)
γ̇ = 0

The slow subsystem
0 = f (x , γ)

γ ′ = 1
x : the amplitude of the mouthpiece pressure p (the fast variable)
γ : the mouth pressure (the slow variable)

Definition
The critical manifold is defined as

M0 = {(x , γ) ∈ R2 | f (x , γ) = 0}

Critical manifold of the dynamic case
= Bifurcation diagram of the static case

Theorem (Fenichel 1979)
If the critical manifold M0 is attractive (resp. repulsive), then there exists an invariant manifold Mε ,
which is ε-close to M0. The invariant manifold Mε attracts (resp. repels) fastly neighboring orbits.
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Bassins d’attraction dynamiques Background and definitions

Definitions and method
Definition (Dynamic basin of attraction)
If the critical manifold M0 has two simultaneous attractive branches M0,a (with two associated
attractive invariant manifolds Mε,a) separated by a repulsive branch M0,r (with an associated repulsive)
invariant Mε,r), then the dynamic basin of attraction (DBA) of a given attractive part is the subset of the
phase space for which orbits originating from initial conditions in the DBA tend to follow this attractive
invariant manifold when the bistability region is crossed.

Definition (Separatrix between DBAs)
The separatrix between DBAs (SBDA) is the boundary in the phase space that separates two SBAs.

Nature of the separatrix
For our 2D system, the SBDA is the repulsive invariant
manifold Mε,r extended beyond the lower bound of the
multistability domain to a point of the phase space
having the smallest possible value of the slow variable.

Method for obtaining SBDA
SBDA obtained numerically by time reversal procedure
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Bassins d’attraction dynamiques Illustrations

Illustration with the 2D averaged clarinet model
Time reversal procedure = Numerical time integration of :

ẋ = −f (x , γ)
γ̇ = −ε

▶ The repulsive invariant manifold Mε,r becomes attractive
▶ Initial conditions close to the critical manifold, on the upper boundary of the bistability region.
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Bassins d’attraction dynamiques Conclusion and perspectives

Conclusions
▶ Based on Fenichel’s results : definitions of dynamic bassins of attraction and of the separatrix

between them has been proposed in the case of a (1, 1)-fast-slow (2D) clarinet model.

Perspectives and work in progress
▶ Extension to the corresponding (2, 1)-fast-slow (3D) (preliminary results in appendices).
▶ More realistic time profiles of the blowing pressure (i.e. saturating profiles).
▶ Other kind of multistability : two simultaneous stable periodic solutions.
▶ Influence of noise (the separatrix can correspond to a very small amplitude).
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Bassins d’attraction dynamiques Conclusion and perspectives

Nouvelle prédiction théorique de la limite de fonctionnement

Limite de fonctionnement « physique » : ẍ + ερẋ (x2 − 1) + x = 0
Erreur relative : 100 × |ερ∗

num − ερ∗
th|/(ερ∗

num) avec ρ∗th = {ρ∗0, ρ∗ε,inf, ρ∗ε,sup}
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Examples of simulations
ρ < ρ∗ (SMR (mitigation) in deterministic case)

▶ Stochastic case (example of 2 samples) :
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ρ > ρ∗ (no mitigation in deterministic case)
▶ Stochastic case (example of 2 samples) :
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▶ Reasoning which allows to predict the system behavior in the deterministic case can be
contradicted (the effect of noise is not only due to what happens at the left fold point).

▶ On average, the arrival point in presence noise is larger than in the deterministic case.
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Examples of simulations
ρ < ρ∗ (SMR (mitigation) in deterministic case)
▶ Stochastic case (example of 2 samples) :
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ρ > ρ∗ (no mitigation in deterministic case)
▶ Stochastic case (example of 2 samples) :
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▶ Reasoning which allows to predict the system behavior in the deterministic case can be
contradicted (the effect of noise is not only due to what happens at the left fold point).

▶ On average, the arrival point in presence noise is larger than in the deterministic case.
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Bouche artificielle asservie

Bouche artificielle
Débitmètre

Instrument

Figure – Bouche artificielle asservie du LMA.
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Prédiction théorique des domaines d’existence des régimes

Rappel : ε = vitesse de variation de y (i.e. de pression bouche)
σ = importance du bruit
y0 = valeur initiale de y.

Frontière entre régimes I et II : dépend du triplet (ε, σ , y0)
Frontière entre régimes I/II et III : dépend surtout de σ
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Dynamic basin of attraction
Extension to the 3D original clarinet model

2D averaged dynamics
▶ Non trivial fixed points

▶ SBDA (1D) : extension of a repulsive 1D
invariant manifold Mε,r associated to an
unstable fixed point of the fast subsystem

3D original dynamics
▶ Periodic solutions

▶ SBDA (2D) : extension of a repulsive 2D
invariant manifold Mε,r associated to an
unstable periodic solution of the fast
subsystem ?
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Dynamic basin of attraction
Extension to the 3D original clarinet model

2D averaged dynamics
▶ Non trivial fixed points
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