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Figure 1.1- Exemples de problématiques industrielles : (a) vibrations d’'une automobile générant du bruit; (b)

instabilité aéroélastique du pont de Tacoma (avant destruction!).
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Introduction

Introduction

a  Torsion

w d’un arbre

%

Pendule

<
ﬂ

Oscillateur

—»> U

0o “os Mode de vibration
(plaque)

Figure 1.1- Exemples de systemes a 1 DDL et oscillateur linéaire (m, k) équivalent.
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Vibrations libres
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Vibrations libres

Cas des systémes non amortis

(a) g l (b)

Z

Figure 1.2- Systéeme masse-ressort : (a) gravité non prise en compte ; (b) gravité prise en compte.

Equations du mouvement d’un oscillateur harmonique

= u : déplacement de la masse par rapport a sa position d’équilibre statique xgg
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Vibrations libres

% Démonstration 1.1

Force de rappel d’un ressort : norme proportionnelle a son allongement | |F| = k(£ — &)

k : raideur du ressort (N/m ou kg/sz)
£p : longueur du ressort a vide

¢ > longueur du ressort hors équilibre
leq * longueur du ressort & I'équilibre

tiste.bergeot@i Vibrations des structures 9/186



Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Vibrations libres

% Démonstration 1.1

Force de rappel d’un ressort : norme proportionnelle a son allongement | |F| = k(£ — &)

k : raideur du ressort (N/m ou kg/s?)
£p : longueur du ressort a vide

¢ > longueur du ressort hors équilibre
leq * longueur du ressort & I'équilibre

= Configuration horizontale

Principe Fondamental de la dynamique (PFD) projeté sur I'axe (Ox) orienté vers la droite :
e Aléquilibre :

0=—k(€§f;—fo) =—k(Xg(tz—Xo) =

® Hors équilibre :

En posantu = x — ng,, on obtient finalement :
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% Démonstration 1.1

= Configuration verticale

Principe Fondamental de la dynamique (PFD) projeté sur I'axe (Ox) orienté vers le haut :
e Aléquilibre :

0=—k(€§‘ —t’o)—mg_—k(xS’ -X0) -mg = ng;—xo-%

® Hors équilibre :

En posant u = x — xSt on obtient également :

eq’
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Vibrations libres

% Démonstration 1.2

= Configuration verticale

Principe Fondamental de la dynamique (PFD) projeté sur I'axe (Ox) orienté vers le haut :
e Aléquilibre :

mg

0=-k(£8 - to) —mg = —k(xg, —x0) -mg = | x5 =xo- -

® Hors équilibre :

En posantu = x — xgg, on obtient également :

. . ) k
= Oscillateur harmonique de pulsation | wqg = \/;

2
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Vibrations libres

Cas des systémes non amortis

Solutions dans le cas non amorti

i [k
u(t) = ugcos(wot) + —>sin(wgt) avec wp = fo=22 | | To=22
wq m

Déplacement (m

L L L L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Temps (s)
Figure 1.3- Vibrations libres d’un oscillateur (m, k) soumis aux conditions initiales u(t = 0) = ug et
u(t=0) =ug.
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Vibrations libres

% Démonstration 1.3

Ona:

mi+ku=0 =3

donc:
u = Acos(wgt) + Bsin(wqt)
U= —wpAsin(wqt) + weB cos(wgt)

+ Conditions initiales : u(t = 0) = ug, U(t=0) =y = ot| B= 10

wo

d’'ou finalement :

U
u(t) = ugcos(wot) + —osin(wot)
wo

Pour calculer 'amplitude |u| = D de la solution on pose :
u(t) = Dcos(wqt + ¢) = D (cos(wqt) cos(¢) — sin(wqt) sin(¢))
Par identification on a A = D cos(¢) et B = —Dsin(¢) et donc

2
B
D:|u|:VA2+B2:\{ug+(ﬂ) etaussi |tang=——
wy
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Vibrations libres

Cas des systémes amortis

(m e

7

Figure 1.4- Systéme masse-ressort avec amortisseur visqueux.

Amortisseur visqueux

Pour ce type d’amortissement, la force F. induite sur la masse est telle qu’elle s'oppose a sa vitesse,
c'est-a-dire :

c : coefficient d’amortissement (N.s/m ou kg/s)

Equations du mouvement

mi+cu+ku=0
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Vibrations libres

% Démonstration 1.4

Principe Fondamental de la dynamique (PFD) projeté sur I'axe vertical orienté vers le haut :

mil = —cu — ku = mil+cu+ku=0
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Vibrations libres

Cas des systémes amortis
Solutions générales du systéme amorti

[k (¢)
U+2¢ wol + wzu:0| avec | wg=+/— |et| ¢ =
| 0 m 2vkm
£ : taux d’amortissement
Plusieurs formes selon que‘ <1 =1 ‘ou‘ ¢ >1 ‘:

* Mouvement sous-amorti: & < 1 =>‘ u = e ¢“0! [Acos(wgt) + Bsin(wgt)] |,

ol wy = woV1 — £2 représente la pulsation propre apparente du systéme.
Dans ce cas, le mouvement est pseudo-périodique et 'amplitude des oscillations suit une

décroissance exponentielle.

* Mouvement critique : 7 =1 = | u=e"“0'[A+Bt] |

Dans ce cas, le mouvement est apériodique : il n’y a pas de vibrations.

* Mouvement sur-amorti: £ > 1=

u=e 4ol

Ae-(We2-Dagt | (&2 -1 wyt

Dans ce cas, le mouvement est apériodique : il n'y a pas de vibrations.

baptiste.bergeo
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Vibrations libres

Cas des systémes amortis

Solutions dans le cas sous-amorti

ugcos(wqt) + Msin(mdt)] avec Wy = wo,h -2
wq

u=e ¢!

Déplacement (m)

y \
K] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Temps (s)

Figure 1.5- Vibrations libres d’un oscillateur (m, k, ¢) faiblement amorti (¢ = 0.05), soumis a des conditions
initiales arbitraires u(t = 0) = ug et u(t = 0) = Ug.
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Vibrations libres

% Démonstration 1.5

Ona:

c

2Vkm

. ) . . k
mi+cu+hku=0 o ‘u+2{w0u+w§u:0‘ avec wo:\/Eet{:

Le polynéme caractéristique P est r? + 27 wor + wg = 0 et son discriminant
A=4208 - 4w? = 4w (~1+ £?) donc les racines de P sont :

rn=-fwy-jwoy1-¢2  ra=-fwo+jwo1-¢2

—_— —_—
@d «@d

En appliquant les régles usuelles de résolutions des équations différentielles du 2nd ordre on a bien si

£ <1:

u = e~ 4“0! [Acos(wgyt) + Bsin(wgt)]
U = = we™¢ 0! [Acos(wgt) + Bsin(wgt) ] + €74 0! [~ wyAsin(wgt) + wgBcos(wgt) ]

+ Conditions initiales :

u(t:O):u0=>

U(t=0)=0g = Uy =-¢ woA+ wyB =

g~ £wolo +Uo
wg
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Vibrations libres

Ressorts et amortisseurs en paralléle et en série

En paralléle En série

ko

1011 _ kiko
_k1 +k2

Travail personnel : démontrer les résultats précédents.
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Vibrations libres

Cas des systémes amortis

Méthode du décrément logarithmique

Obijectif : mesurer le taux d’amortissement ¢ par la mesure de 'amplitude a t et t + nTy

|UltsnT, 1
d _gtwgly = |z= |ule

lu| = e~¢“0!Cste — —In{ ——
lult wonTg | |Ulgsnr,

lulesy

Déplacement (m)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0,‘25 03 0.35 04 0.45 05
Temps (s)
Figure 1.6- Variation d’amplitude de vibrations entre deux instants t et t + Ty, séparés d’une période T4.
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

Plan du cours

Introduction générale

Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté

1.3 Réponse forcée harmonique

iste.bergeot@i Vibrations des structures 20/186



Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

Introduction

Fecos(wt)

(b)

Figure 1.7- Systeme masse-ressort-amortisseur sous-excitation harmonique forcée : (a) excitation par force
imposée a la masse; (b) excitation par mouvement du support.

Equations du mouvement

Force imposée Mouvement du support imposé

mi+clu+ku=f mii + ci + ku = ct¥" + kud"

f et u9" sont harmoniques de pulsation w, c-a-d de la forme A cos(wt)
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

Excitation par force imposée

’mi'l+c[1+ku:Fcoswt

Solution de I'équation Solution particuliere de
Solution Générale = homogeéne (sans second + I’équation avec second
membre) membre
u = uh + uP

Régime transitoire Régime stationnaire

u" = e74«0! [Acos(wqyt) + Bsin(wgt)]

* Régime transitoire : connu,

® Régime stationnaire : on cherche une solution harmonique de pulsation w (la pulsation

d’excitation) de la forme‘ uP = UP cos(wt — @) |.

* Deux cas possibles pour la résolution :

* Sans amortissement (c = 0) : fonctions trigonométriques ;| u? = UP cos(wt)

* Avec amortissement : fonction exponentielles complexes

Re [0P] : amplitude complexe

0P = UPel(@t-¢) = Peiwt ‘ avec |uP

Vibrations des structures 22/186
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

Excitation par force imposée

* Equation du mouvement complexe : ‘ mii + cli + ki = Fel! ‘ avec U = Re (]

* Solution particuliere de la forme | &P = P&/t | avec OP :

o F/k
"1 - (w/w)2+2j¢ w/wy

= UYA, = US'ge?

1
, B= t p=arg{l- 242
N T ey Tp R arg {1 - (/o) +2j¢ 0/ o]

Ust —

>|m

® Solution particuliére P :

P (t) = pUSt(@=9) = | UP(t) = BUS cos (wt — ) ‘

® Solution générale u(t) :

u(t) = e~ 0! [Acos(wqt) + Bsin(wgt)] + BU cos (wt — ) ‘

Les constantes A et B sont déterminées a partir des conditions initiales.
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

% Démonstration 1.6 et 1.7

On a I'équation du mouvement complexe suivante :
Ao afy 4 ki) jwt h A 25 _ F ot
mu +cl + ki = Fél e U+2fwoll+ wii = —€
m

On cherche une solution particuliere oscillant a la pulsation de forgage 0P = (Pei«!_Cette derniere est
introduite dans I'’équations du mouvement :

A a N F .
— PPt 4 jw2s woPe ! + ngpe"‘” = Ee"“r
Aprés simplification par division par &/“! et division par wg et en notant que F/(mwg) = F/k on a arrive
bien a:
P - F/k
1= (w/wg)?2+2j¢ w/wy

La solution particuligre est 0P (t) = pUSte/(“1=%) et donc uP (t) = Re [GP (t)] = BUS cos (wt — ¢).

= USA, = USge ¥

La solution générale est donc :
u(t) = e~¢“0! [ Acos(wgt) + Bsin(wgt)] + BUS cos (wt — @)
+ Conditions initiales : u(t =0) = ug et u(t =0) = Ug quiméne a:

_ QUgwy + g — BU (& wp cos(¢) + wsin(9))

A=uy-BUScos(p) , B
Wd
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

Excitation par force imposée

1
B=
V(1 = (0] w0)?)2 + 42 (w/wp)?

. p=arg {1 — (w]wp)? +2j§w/a)o}

(b)

f/fo f/fo

Figure 1.8- (a) Variation fréquentielle de B (b) Variation fréquentielle de ¢.

1

201-¢2
Fréquence de résonance : | f° = foJ1 - 222 # Iy =foyJ1 -2

Amplitude maximale : | max{B} = Bl;_e =
0
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

%, Démonstration 1.8

® On rappelle I'expression de 3 :

]
VO = (w/wp)?)2 +472(w]wp)?

* Le maximum de 8 s'obtient lorsque le terme (1 — (w/wg)?)? + 42 (w/ wp)? atteint un minimum.

* En effectuant le changement de variable Q = (w/wq)?, cela revient a résoudre

4 on2 267 =
sold-@2+a2a1=0 = |@

® On obtient alors

1 1 1
RN v N Py P e
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

Excitation par force imposée

u(t) = @40t [ Acos(wgt) + Bsin(wgt) | +B§ cos (wt — )

(=0.05; w/w =1

10 V‘
— =005 \ ‘
— =01
— =02 = I !
— =05 - \
-5
-10
0 50 100 150 200 250 300
t
{=0.05; w/wy =12
10 e
SN SO NSRS S S S
w/wo
I TR S S SRS S S
Fréquence de résonance : | f1° = foy[1 - 2£2 P SRS SRS SN S RS SR
0 50 100 150 200 250 300
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

Excitation par force imposée

Méthode de la largeur de bande a —3dB

¢ On releve les valeurs de fréquences a 8 = max{B}/V2 (20Iog10{1/\/§} ~ —3dB) :
il y en a deux. Lécart entre ces deux fréquences, noté Af.

max {5}
st

o
max{B}/V2

NI

—
L L L L I L L L L |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

® Ondéduit:| &

P
T2

f/fo

Figure 1.9- lllustration de la largeur de bande a max{B}/V2.
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

% Démonstration 1.9 - Méthode de la largeur de bande a —-3dB

En posant Q = (w/wg)?, on a

1
Comme
max{B} _ 1

V2 22T 2
résoudre 8 = max(ﬁ)/\/§ revient a chercher les deux valeurs de Q telles que :
(1-Q@)?2+452Q=802(1-¢7)
qui s’écrit encore :
Q%+ (422 -2)Q+1-822(1-22)=0
dont les racines sont :
Qip=(1-20%) 241~ ¢2

En supposant ¢ < 1, on obtient finalement :

Aw 1 Af
Qip~1+2 = [Qp~1x{ = w—QzZ{(Aw:wg—an) = {:EE
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

Excitation par déplacement imposé

Fcos(wt)

(b)

Figure 1.10- Systéme masse-ressort-amortisseur sous-excitation harmonique forcée : (a) excitation par force
imposée a la masse; (b) excitation par mouvement du support.

Equations du mouvement

Force imposée Mouvement du support imposé

mil+cl+ku=f mil +cu + ku = ci9 + ku¥"

f et u9" sont harmoniques de pulsation w, c-a-d de la forme A cos(wt)
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

Excitation par déplacement imposé

Equation du mouvement dans le référentiel du support en mouvement

Léquation du mouvement, dans le référentiel fixe, est :

’ mil + ¢t + ku = cu¥" + ku®"

On se place dans le référentiel du support en mouvement en posant

(déplacement relatif)

et on obtient :

’ mir* +cu* + ku* = —mi% ‘

qui devient

’ mii* + ci* + ku* = mw?U9 cos(wt) ‘

si u9" = U9 cos(wt)
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

% Démonstration 1.10

Lallongement du ressort est

mouvement) est

et la vitesse relative de la masse par rapport au bati (qui est en

Lapplication du PFD a la masse donne donc :

mi=-k(u-u)-cw-u9) = ‘mi]+cu+ku:cug’+kugr

En utilisant le déplacement relatif u* = u — u9" on obtient finalement :
mi* +cu* + ku* = —mi®"

qui devient

mi* +cl* + ku* = mw2UY cos(wt)

si u9" = U9 cos(wt).
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

Excitation par déplacement imposé

® Equation du mouvement complexe : ‘ mir +cli* + ki = mw?U9 e/t ‘avec u* =Re[*]

* Solution particuliére de la forme | P~ = P /! | avec " &/t

prr = (Wl0PUY erp gt
1= (w/wo)? +2j¢ w]wy

_ (w/wo)® o o
VO = (0]@0)2)2 + 422 (w] wp)?

B

® Solution particuliere g

0P (1) =g UTe@t-0 o |y (1) = BrUY cos (wi - @)

® Solution générale u(t) :

u(t) =u*(t) +u9 (t)
= e ¢“0! [Acos(wgt) + Bsin(wgt)] + U9 [B* cos (wt — @) + cos(wt)]

Les constantes A et B sont déterminée & partir des conditions initiales.

Vibrations des structures
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

% Démonstration 1.11

On a I'équation du mouvement complexe suivante :
mi* +cl* +kii* = MmUY o I +27 woll* + wgﬁ* = WU et
On cherche une solution particuliere oscillant a la pulsation de forgage P = OP" @t Cette derniere est
introduite dans I'équations du mouvement :
—W20P" gt +jw2{w00p*eiwt + wgflp*e/”[ = wlUI et

2 on a arrive bien & :

Apres simplification par division par /«! et division par w
- (w/]wg)2UY

- — UIA* = Y9 greie”
T (wfwo+2cwlay = w=0F

La solution particuligre est 0™ (1) = g*U% 6/(«“t=#) et donc u™ (1) = B*U9" cos (wt - ).
La solution générale u(t) est donc :
u(t) =u*(t) +u9" (t)
= e 50! [Acos(wgt) + Bsin(wgt) ] + U9 [B* cos (wt — @) + cos(wt)]
+ Conditions initiales :u(t = 0) = ug et U(t = 0) = Up qui méne a:

_ Sao(Up = UY) + g — BUY (£ wy cos(¢) + wsin(¢))

A=up-BUY (1+cos(p)) , B
Wq
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

Excitation par déplacement imposé

- (w/wp)?
V(A - (w/w)?)? +442(w/w)?
10 =0
of =005
o
i+
o
& ¢z =015
o
3 ¢=02 £=025
of
is
’ , _ ¢£=08 , . ,
05 1 15 2 25 3 35 4
flfo

Figure 1.11- Variation fréquentielle du coefficient d’amplification dynamique : cas d’une excitation par
déplacement imposé.

o Amplitude maximale : | max{8"} = 8" |;_sre =
0

]
(1 -2¢3)\ 1/ -2032 -1

« Fréquence de résonance : | ff° = fo/{[1 - 242 #fy=foJ1 - 22
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

Force imposée Mouvement support imposé
- 1 ; (w/wg)?
B= 22,472 2 B =
VO - (w/wp)?)? + 472 (w/wy) VA = (0/w0)2)2 + 422 (w] wg)?
o s-o
o =005
DT
Q =015
3 r=02 =025
T - . . l:U,E" X X X s
0 TR s ,/Z R R
e flffg—>0;8—1; Ul - U ° flfy—>0; B —>0; |U|>0; u=ud

flfg > o00; B*—>1; |U| - UY

Fréquence de résonance :

f/ff >0, B—0; |U >0

Fréquence de résonance :

fre = foy/1 - 222 fie = fo/\1 - 222

tiste.bergeot@i Vibrations des structures 36/186



Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

Excitation par déplacement imposé

Exercice 1.1.
Soit le systeme décrit par la figure ci-dessous.

@ Exprimer I'équation du mouvement du systéme masse-ressorts illustré ci-dessous, excité par
déplacement imposé.

@ Donner la solution générale et donner la valeur du déplacement u en fonction des conditions initiales
u(t=0)=ugetu(t=0)=0.

U# cos(wt) U# cos(wt)

—> —>

2
m
k
-
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

Excitation par accélération imposé 9" = I'%cos(wt)

* Equation du mouvement complexe : ‘ mi* +cl* + ki* = -mr9 et ‘avec u* = Re [07]

o Amplitude complexe UP" :

. -I9/ w2 -1 -

= = At = ——prele
1- (0/wp)?+2jlw/wy  w? w2 r

B =B et ¢'=¢

UP

® Solution particuliere g
. I —r9r
oty = —5pe@ = )= Bcos (wt - ¢)
) wg

® Solution générale u(t) :

ro"
u(t) =u*(t) +u9(t) =u*(t) + —2(1 — cos(wt))
W

= e 5«0! [Acos(wgt) + Bsin(wgt)] — r_g; [B cos (wt — @) +cos(wt)]
W,
0

Les constantes A et B sont déterminées a partir des conditions initiales.
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

Digression sur la notion d’excitations périodiques

Principe de superposition

® Soit un oscillateur harmonique excité par f = f; +fo + - - - +fy

U+2{mou+wgu:f1 +fo+---+1fy

® On considere les N sous-systéme suivants :

[]1 +2§wol'11 aF wgu1 = f1

ug +24'on2 ar ngZ = fg

UN ar Z{wol'lN o wguN = fN

¢ Le principe de superposition stipule que :

WP(t) = U () + Uy (8) + - - -+ up (1)
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

Digression sur la notion d’excitations périodiques

Equations du mouvement

mi+cu + ku = f(t)

avec f(t) un fonction périodique.

Stratégie de résolution :

® On fait la série de Fourierde f(t) = |f(t)=Fg+ Z[Frcos(rwt) + F/sin(rwt)]

r>1

1,7 2 o7 , 2 [T
Fo:?/o f(t)dt, F,=T‘/o‘ f(t)cos(rwt)dt, F,:T/; f(t)sin(rwt)dt

® On considere plusieurs « sous-probléemes harmoniques »

® |a solution stationnaire du mouvement (sous sa forme complexe), notée (P, s'obtient sur la base du
principe de superposition :

WP =ug + Z Re [U,e’f‘”‘] +Im [U;e’i‘”t]
r>1
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

Digression sur la notion d’excitations périodiques

Stratégie de résolution (suite) :

® U représente une solution particuliére de I'équation suivante :

mil+cu +ku = Fy.

* Les termes U,e7®! et U;e’j @t représentent des solutions particulieres pour les sous-problémes
harmoniques suivants :

mi +cl + ko = Fe’t  vr>1,

mi’ +cl’ + ki’ = FeT®t  vr>1.

® Lobtention de ces solutions particulieres ne pose pas de problemes, c’est-a-dire :

ug = Fo/k,

0, = Fr/k o U =AU  vr=1,
1 - (rw/wy)2+2j¢rw/wy

. F/k .

0 - r/k o U=ALUS  vrst,
1 - (rw/wy)2+2jérw/wy
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique

Digression sur la notion d’excitations périodiques

-0.4]
-0.6

Excitation :f(t) ou u9'(t)

-0.8

L I L I L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

Temps (s)

Figure 1.12- lllustration d’'une excitation périodique non harmonique.

Exercice 1.2.

Donner la représentation en série de Fourier du signal périodique illustré sur la Figure 2.11.
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse transitoire

Plan du cours

Introduction générale

Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté

1.4 Réponse transitoire

iste.bergeot@i Vibrations des structures 43/186



Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse transitoire

Excitation par force imposée

Equations du mouvement

f -
U+2 wol + wgu = % = f(t) | avec f(t) un fonction quelconque.

Stratégie de résolution :

® Calcul de la fonction de Green :

g(t) +2Z wog(t) + wgg(t) =6(t) | avec g(0) = 0 (causalité)

® On peut montrer que :| g(t) = e’g“’O’wL’l-{(t)sin[wdt] (H(t) : fonction de Heaviside)
d

t
* Intégrale de superposition : | uP (t) =/ f(-r)g(t - 7)dt.
0

® Solution générale avec u(t = 0) = upg et U(t=0) = Uy :

. t
§w0U0+u051n(wdt)+l/ e¢“07f(7)sin[wgy(t - 7)]dT
” wq Jo

u(t) = e~¢@o! |ugcos(wqyt) +
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse transitoire

% Démonstration 1.12 - Intégrale de superposition

Gt-1)+2¢ wog(t - 1) + wig(t - 7) = 6(t - 1)

d?g(t - dg(t -
—gétz i2) +2gwo—g(dt LU wig(t-1)=6(t-1)
21f —_ f — - -
dTIr(0g(t - 7)] +2§w0d[f(T)g(t il +w§f(‘r)g(t— 7)=f(7)6(t-1)

ar? dt

d[f()g(t - 7)

d?f(n)g(t - 1) | L N
/ L at dT+‘/O wgf(T)g(t—T)drzl/o f(T)é(t—T)dT

] /‘f
dr+ | 2
Jo ae? o €@
=ftysit<t
En permutant les intégrales et les dérivées et en notant y (t) = jot 7(T)g(t — 7)d7 on obtient :

y+2¢ woy + Wiy =1(0)
qui est de I'équation initiale.

On peut donc choisir y (t) comme solution particuliere de I'équation initiale. La solution générale s’écrit donc :

u(t) = 40! [Acos(wqt) + Bsin(wqt)] +/t?(‘r)g(t - 7)dr
0
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse transitoire

% Démonstration 1.12 - Calcul de la fonction de Green

Soit

G(t) +2¢ wod(t) + w2g(t) = (1) ‘dont on prend la primitive
() +2L wog (1) + wf / g(t)dt = / S(Hat
G(t) +2L woG(t) + WEG() = H(t)

avec G(t) = fg(t)dt la primitive de g(t). Pour t > 0 I'équation s’écrit :

‘ G(t) +2L woG (1) + WEG(t) =1 ‘

Onadonc:
G(t) = 74«0l [Acos(wqyt) + Bsin(wgt) ] + 1/0.)3

G(t) = g(t) = = woe ¥ «0! [Acos(wgyt) + Bsin(wgt)] + @£ “0! [—wgAsin(wgt) + wgBcos(wgt) ]

La condition G(0) = 0 (causalité) donne | A = —1/ w2
La condition g(0) = G(0) donne | B = —¢ / (wywqy)

En reportant dans I'expression de G(t) = g(t) et en utilisant wg = wy/v1 — £2 on obtient finalement :

g(t) = e’f“’otde(l-l(t)sin[wdt]
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse transitoire

% Démonstration 1.12 - Fin

En remarquant que fot f(r)H(t - 7)dT = /Ot f(7)d7 et en appliquant les regles usuelles de résolutions des
équations différentielles du 2nd ordre on a biensi ¢ < 1:

t
u=e¢wol [Acos(wdt) + Bsin(wgt) + ! / 5“0 f(1)sin[wg(t — 7)]dT
Mwq Jo

U= - woe™¢ 0! [Acos(wgt) + Bsin(wgt) ] + €750t [ - wyAsin(wgt) + wgBcos(wgt) ]

1 d t
-{wpt SwyT . _
+ _d i (e ‘/0' e f(7)sin[wqy (t ‘r)]d‘r)

avec wy = wp/1 - ¢2

+ Conditions initiales :

w1=0)= o = (A=)

l:l(t=0)=l:lo=>l:lo=—{a)oA+a)dB$

woUp + U
B = £@olo +Uo
@gd

et on retrouve :

Up + Uy
u(t) = e~ 0! |ugcos(wqt) + Msin(wdt) +
Wq

t
/ €507 f(1)sin[wy(t — 7)]dT
0

Mwqy
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Plan du cours

Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté
2.1 Introduction

2.2 Systemes a deux degrés de liberté

2.3 Systemes a n degrés de liberté
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Introduction

Plan du cours

Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté
2.1 Introduction
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Introduction

Introduction

L
Jsr/// Jgr

Figure 2.1- Exemple de systéme a 3 DDLs et modélisation équivalente.
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

Plan du cours

Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté

2.2 Systemes a deux degrés de liberté
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

Exemple : cas d’un systéme symétrique 2 masses - 3 ressorts

Figure 2.2- Exemple d’un systéme masses-ressorts a 2 DDLs.

Equations du mouvement

mily +2kU1 = kll2 =0
milo + 2kU2 = kU1 =0

Puis sous forme matricielle :

m 0 Uy 2k -k u | [0
0 m ilp -k 2k u | | O
- - °
M K

avec : M : matrice de masse et K : matrice de raideur
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

% Démonstration 2.1

= PFD sur la masse de gauche :

mU1 = —kU1 —k(U1 —LI2) = ‘ ml:l1 +2kU1 —kU2 =0 ‘

= PFD sur la masse de droite :

mi]2=—ku2—k(u2—u1) = ‘mi]2+2ku2—ku1:0‘

Les équations du mouvement du systéme constitué des 2 masses couplées est :
miy + 2kU1 - kUg =0
mis + 2kU2 - kU1 =0
et donc sous forme matricielle cela donne :
m 0 i 2%k -k
0 m || a [T -k 2
- - -
M K

Lal-o]
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

Exemple : cas d’un systéme symétrique 2 masses - 3 ressorts

Définition et calcul des modes propres de vibration

® On cherche des solutions particuliéres synchrones* (sinusoidales) de méme pulsation Q :

=19 o xeos(t
u_{ o, }— cos(Qt)

Ces solutions sont les modes de vibration du systeme.
* tous les degrés de liberté sont régis par la méme fonction du temps.

* Forme de solution introduite dans les équations du mouvement :

KX = Q2MX

® Solutions non nulles uniquement si

det (K - QZM) =0
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

Exemple : cas d’un systéme symétrique 2 masses - 3 ressorts

Définition et calcul des modes propres de vibration

® Les pulsations propres et vecteurs propres sont :

k 3k 1 1
2 o 2 o
521:_ ; 521:_ et X1:‘} ; XZ:{ }

1

® Mode 1 : les masses oscillent en phase a la pulsation Q,
® Mode 2 : les masses oscillent en opposition de phase a la pulsation Q,

® Solution générale (mouvement quelconque) = combinaison linéaire de ces deux modes :

u= (A1COS(Q1 1)+ B1 sin (L4 t))X1 ar (Agcos(Qg[) aF Bgsin(ta))Xz

Mode 1 Mode 2

Les constantes Ay, By, A5 et A, sont déterminées a partir des conditions initiales uq (t = 0), 44 (t = 0),
uo (t=0) et Uy (t = 0) (4 équations pour 4 inconnues, ¢a marche !).
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

% Démonstration 2.2

Soit le probleme aux valeurs propres :

= Calcul des pulsations propres Q

Il faut résoudre det (K - Q2M) =0, soit

2k — 92m -k 1o
-k 2k — Q2m| ~

(2k - szzm)2 _K2=0
(2k—§22m+k) (2k—g2m-k) -0
(Sk - sz) (k - sz) =0

Les pulsations propres sont donc :

0
-
Il
3>

et ng%
m

baptiste.bergeot@insa-cvl. fr Vibrations des structures 56/186



Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

% Démonstration 2.2

= Calcul des vecteurs propres X

Il'y a 2 pulsations propres et donc 2 vecteurs propres
Xi={X11. X12}" et Xp={Xo1,Xo2}"

On commence par déterminer X4 pour cela il faut résoudre :
(2k - Qfm) X11 - kX12 =0

(K—Q?M) Xy =0 soit —KXyq + (zk—Qfm)Xm =0

Comme det (K - QZM) =0, on peut résoudre avec une des 2 équations. On prend la 1ére :

(2k - g?m) Xig —kXi2=0 = KXy —kXi2=0 = |Xi
= Les masses oscillent en phase

On fait de méme pour X5 et on trouve :

(2k - ng) X21 - kX22 =0 = —kX21 - kX22 =0 =

= Les masses oscillent en opposition de phase
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

% Démonstration 2.2

Probléme étant linéaire = la solution générale (un mouvement quelconque des deux masses) s’exprime
comme une combinaison linéaire des solutions associées a chaque mode (principe de la décomposition
modale).

Il est cependant important de noter que pour un doublet {(€;, X;) };=1 2 si Xjcos(Q;t) est solution du
probléme couplé initial alors Xjsin(Q;t) 'est aussi.

On écrit donc finalement :

u= (A1 cos(Q1t) + B1 sin(Qqt)) X1 ar (Azcos(Qgt) ar Bgsin(ﬂzt)) X2

ou les constantes Ay, By, A> et B, sont déterminées a partir des conditions initiales :

uy(t=0),us(t=0),ux(t=0) et s (t =0) (4 équations pour 4 inconnues, ¢ga marche ).
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

Exemple : cas d’un systéme symétrique 2 masses - 3 ressorts

Cas 1 : conditions initiales sur le mode 1

* Condition initiales : |u1(t:0) =1 |,|u1 (t=0)=0 || Us(t=0) =1 || Up(t=0) =0

® Le systeme s’écrit :
Uy = Aqcos(Qqt) + Bysin(Q4t) + Ascos(Qot) + Basin(Qot)
Us = Aqcos(Qqt) + Bysin(Qqt) — Axcos(Qot) — Bosin(Qot)
uy = —Q1A1 sin(§21 1) +Qq B1 cos(Q4 t) = QgAgSin(ta) + QZBZCOS(.QQT)
Up = —QqAqsin(Qqt) + Q1 Bycos(Qqt) + QoAssin(Qot) — QoBocos(Qot)

* Application des conditions initiales :

_ ) QB{ +QyB5, =0
U4(t=0)=0; U(t=0)=0 = Q:B:—szBzzzo

Ar+Az =1
Uit=0)=1; up(t=0)=1 = A:J_fAiﬂ

® Finalement, seul un mouvement sur le mode 1 est observé :

uq = cos(Qqt)
Up = cos(Qqt)
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

Exemple : cas d’un systéme symétrique 2 masses - 3 ressorts

Cas 1 : conditions initiales sur le mode 1

* Condition initiales : |u1(t=0) =9 |,|u1 (t=0)=0 || Up(t=0) =1 || Up(t=0) =0

® Parameétres:k=1etm=1

* Fréquence propres :| fi =Q4/27 ~ 0,16 |et| fo=Qy/21 ~ 0,28 |

Périodogramme de u;4

Déplacement
Amplitude

w

o

o

200

oo

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Fréquence
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

Exemple : cas d’un systéme symétrique 2 masses - 3 ressorts

Cas 2 : conditions initiales sur le mode 2

* Condition initiales : |u1(t=0) =9 |,|u1 (t=0)=0 || Up(t=0) = -1 || Up(t=0) =0

® Parameétres:k=1etm=1

* Fréquence propres :| fi =Q4/27 ~ 0,16 |et| fo=Qy/21 ~ 0,28 |

Périodogramme de u;4

Déplacement
Amplitude

w

o

o

200

100 ' ; J
0 . .
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Fréquence
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

Exemple : cas d’un systéme symétrique 2 masses - 3 ressorts

Cas 3 : conditions initiales quelconques (exemple 1)

* Condition initiales : |u1(t=0) =0 |,|u1 (t=0) =1 || Up(t=0) =1 || Up(t=0)=0

® Parameétres:k=1etm=1

* Fréquence propres :| fi =Qq/27 ~ 0,16 |et| fo =Qy/21 ~ 0,28 |

Périodogramme de u;

Déplacement
Amplitude

150
100
50
0
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Fréquence
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

Exemple : cas d’un systéme symétrique 2 masses - 3 ressorts

Cas 4 : conditions initiales quelconques (exemple 2)

* Condition initiales : |u1(t=0) =0 |,|u1 (t=0) =1 || Up(t=0) =1 || Up(t=0) =1

® Parameétres:k=1etm=1

* Fréquence propres :| fi =Qq/27 ~ 0,16 |et| fo =Qy/21 ~ 0,28 |

Périodogramme de u;

Déplacement
Amplitude

-
T
=]

B}

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Fréquence

baptiste.bergeot@i Vibrations des structures 63/186



Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

Généralisation : cas des systémes a 2 DDLs arbitraires

Equations du mouvement

[ [ bR R )=o)
0 My ip K21 Koo Us 0 -
S . S

M K

Remarque : dans le cadre de ce cours les matrice de masse M et deux raideur K sont toutes les deux
symétriques.

Pulsations et vecteurs propres

Mi1Kap + MaoKy1 + \/(M11K22 +MoKi11)2 — 4My1 Moz (K11 Kz — KZ,)

2 _
Pz = 2My1 Mo

X, ;= { (Koz = @F ,Mz2)/(~Kiz) }
’ 1
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

Généralisation : cas des systémes a 2 DDLs arbitraires

Uy uz

ky s ko ~
W ANWW A me
7

Figure 2.3- Autre exemple de systeme masses-ressorts a 2 DDLs

aq (&5}

ky ky ks

A\

J 2J

Figure 2.4- Autre exemple de systeme 2 DDLs, composé de disques rigides massifs et d’arbres de torsion
sans masses.

SN\

Les exemples des Figures 2.3 et 2.4 sont traités en TD.
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

Réponse forcée harmonique
Exemple d’un systéeme conservatif

fy = Ficos(wt)  fo = Focos(wt)

Pulsations propres du systéme libre :

|1 = VK7m | et| 2 = V87 |

us

® Apres calcul, on trouve pour les amplitudes U; et U, (réelles car pas d’amortissement) :

F1(2k — mw?) + Fok
Uy =

Fik + Fo(2k — mw?)
= U =
(k — mw?) (3k — mw?)

" (k- mw?) (3k - mw?)

® Le dénominateur s’annule (résonance) pour les pulsations de résonance :

‘ Wl =+\k/m ‘et‘ wy =+3k/m
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

% Démonstration 2.3

® Les équations du mouvement sont :
mily + 2kuy — kup = Fq cos(wt)
{ mily + 2kup — kuy = Fq cos(wt)
ou sous forme matricielle :

M + Ku = Fcos(wt) avec M=[’g ,?7] et K:[glli EII:]

® On cherche une solution stationnaire sous la forme : u = {Z;} cos(wt) = Ucos(wt) que 'on introduit

dans I'équation précédente. On obtient : DU = F avec D = — w?M + K et donc
t [ D22 D2

i -1 .
® Onsatque D™' = 5 [—Dm Dy ],onadonc :

- 2 _ 2
W = F1 (Zk mw )+F2k ot Up= F1k+F2(2k mw*)

" (k- mw?)(3k - mw?) " (k- mw?)(3k - mw?)
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

Réponse forcée harmonique
Exemple d’un systéeme conservatif

Fy(2k — mw?) + Fok
Uy =

Fik + Fp(2k - mew?)
- Up =
(k — mw?) (3k — Mw?)

" (k- mw?) (3k - mw?)

®* Parameétres:k=1,m=1,F; =1etF>,=0,2.

* Pulsations propres : ‘ Qi =+vk/m=1 ‘et‘ Qo =+3k/m= V3 ‘

* Pulsations de résonance : ‘ W =+vk/m=1 ‘et‘ Wy =3k/m = V3 ‘

12 12
10} 10
8} 8
56 K
4 4
of i 2
% 05 i 15 ‘/g 2 25 % 25
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

Réponse forcée harmonique
Cas d’un systéme amorti

fy = Fycos(wt)  fo = Focos(wt)
—> —>

27 25
Bz c c c B4
277 A
2 11 11 11 4
I 2 1 L 1 7
Kz —VVWWWA— A
) k k k °
[ONEO) OT0
A, U A
— U4 L—» Uo

¢ Cas conservatif : résonance quand la pulsation de forcage est ¢gale a une des pulsations
propres du systéme libre.

¢ Cas amorti : résonance quand la pulsation de for¢age est proche de I'une des pulsations
propres du systéme libre.
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

% Démonstration 2.4

® En formalisme complexe, les équations du mouvement sont :
mﬁ1 + 20&1 - kag + 2k01 - kaz =F ei“”
miy + 2¢cil, — cliy + 2kis — kg = F1e/“!
ou sous forme matricielle :

2c —-C

-c 2c -k 2k

% A A it _ m 0 _
MG + Ch + Kl = Fé“!  avec M_[O m]’ C=

ot Ko [Zk —k]

® On cherche une solution stationnaire sous la forme : G = {g’ } gt = Qe que I'on introduit dans
2

I'équation précédente. On obtient : DU = F avec D = — w?M +jwC + K et donc
1 | D2 D12

* Onsaitque D' = I [—D21 Dyy ] onadonc :

0, - CFi+Fa)k- Fimw? +jc (2F; + Fp) w ot = F1+2Fa) k- Fomew? +jc (Fy +2F,) w
! (few +k — mw?) (3jcw + 3k — Mw?) 2 (fcw +k — mw?) (3jcw + 3k — Mw?)
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

% Démonstration 2.4

® Les amplitudes |l:l1| et |02| sont :

5 (2CF @ + CFow) 2 + (2F 1k + Fok - Fymw?) 2
" \/Czwz + (k- mwz)z\/gczwz +(mw? - 3k)2
et
5 J(CF @ +26F,0) 2 + (Fik + 2Fok — Fymaw?) 2
Pl \/Cza)z + (k- mwz)z\/gczwz +(mw? - 3k)2

* Résonance = Min(dénominateur) de \01 | et \Ug\

-

o N M OO ©® O

-2
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Pas de solutions analytiques simples des
pulsations de résonance ici :

obtenues de fagon approchée en Sect. 2.3
en utilisant la décomposition modale.
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

Réponse forcée harmonique
Cas d’un systéme amorti

12 . 12 -
Conservatif |Uy| q Conservatif |Us|
10¢ <=~ Amorti U] 10p f == Amorti | 0|
— 8 : - :
p v N 4
< . <D :
Z e s ' = |
3 : : 3 5
— 4t : : - :
2} i
0 ; P 0 : ‘
0 0.5 1 15 \/5 2 25 0 0.5 1 1.5 \/g 2 25

Cas d’un amortissement faible

Dans ce cas on peut approximer les fréquences de résonance par la fréquences propres :

i=1,2 nombre de ddl, ici 2
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

Réponse forcée harmonique
Cas général

Forme générale des équations du mouvement

De fagon générale (avec de 'amortissement), on a :

] M + Cu + Ku = F cos(wt) ‘

© Matrice de masse : ¢ Matrice de raideur :
M 0 K K
M= iy K= 11 12
[ 0 My } [ Kot Koo
¢ Matrice d’amortissement : ¢ Vecteur force :
Ci1 Cq2 F
C-= F=
[ 21 Cox Fa
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

Réponse forcée harmonique
Cas général

¢ Equation du mouvement complexe :

| M+ i+ Ka = Foo! |

® La solution stationnaire (notée u) recherchée sous la forme suivante :

SRR
uz U2

01 et 02 : amplitudes complexes des déplacements

* En injectant cette forme de solution dans les équations du mouvement, on obtient :

—w2M11 +j(x)C11 +K11 ij12+K12 :| 01 :{ F1 }
jwCo1 + K —w?Mpp +jwCap + Kz U, Fa

D

* Matrice de rigidité dynamique :

_ 2w _|D11 Ds2
D_—wM+ij+K_[D21 Dzz]
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

Réponse forcée harmonique
Cas général

® Le systéme s’écrit :

(—~wPMyq +jwCry +Ki1)Us + (jwCrz + Ki2)Up = Fy

(jwCat + K1) Uy + (—w?Map +jwCop + Kop)Up = Fp

® Résolution par inversion de D :

O\ _p-1] Fi 41 Dy Dy
{ U, }_D { Fa } avec D " detD |-D21 Dy

® Résolution par la méthode de Cramer :

Fi Dy Dy1  F
i det [Fz Dap 0 det Dy F
1= detD ot Ua= detD

Résonance

Systeme avec de 'amortissement = condition de résonance : | | det D| = | det D|min
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

Réponse forcée harmonique
Application 1 : cas d’une excitation par accélération imposée au support

I'er cos(wt)
—>
U1 > U2

Y
II|'|'!|'I|II[’ 2771 lII""!!.‘IIII -
) S ) ¢
Z

Figure 2.5- Systéme masses-ressorts excité par accélération imposée.

® Les équations du mouvement s’écrivent :

‘ 2mily +k(uq —u9) +k(ug —up) =0
ml'12+k(u2 -uy) =0
® Les matrices de masse et de raideur s’expriment donc par

SIS

M:[Om kK
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

Réponse forcée harmonique
Application 1 : cas d’une excitation par accélération imposée au support

® Enposantuj =uy — u9 etuy = up — u9', les équations du mouvement deviennent :
{ 2mily + 2ku; - kuj = —2mi%"
H _ * * "gl’
milp — kuj + kuy = —mi

® Finalement, en posant u;‘ = U1* cos(wt) et u; = U; cos(wt), dans le référentiel du support en
mouvement, I'équilibre dynamique du systeme se traduit par

—w?(2m) + 2k —k Ul_ [2m o e -a2mr¥
-k —w?m+k us | 0 m re || -mro
D M F

® Onadonc U* =D'F, soit :

{ Y; }__ ror/Q8 3-2(w/Q)?
Uy | 201 - (0/Q)212 -1 | 4-2(w/Q)?
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a deux degrés de liberté

Réponse forcée harmonique
Application 2 : absorbeur dynamique de vibration

cf. diaporama consacré
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

Plan du cours

Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté

2.3 Systemes a n degrés de liberté
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

Modes de vibration — Généralisation

Les vibrations libres d’un systéeme conservatif a n DDLs peuvent étre appréhendées a partir du systéme

matriciel suivant :

* M et K : matrices (définies positives) de masse et de raideur de taille n x n
® u: vecteur des déplacements de taille n x 1

Définition et calcul des modes propres de vibration

On cherche cette fois des solutions particulieres synchrones” de la forme générale :

u=Xe(t)

La substitution d’une solution de ce type dans I'’équation du mouvement donne :

i} ~ 1)
FOMX+p(DKX=0 = KX =-iMX

Les matrices M et K étant définies positives on a :

6 _ o XTKX

o0 - T xrmx 7%

* tous les degrés de liberté sont régis par la méme fonction du temps.
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

Modes de vibration — Généralisation

Deux cas sont a considérer a ce stade :

@ Systemes avec une configuration d’équilibre stable :

‘ d(1)+Q2p(t) =0 et KX—QZMX=0‘

qui admet une solution non nulle X; (i =1, ..., n) telle que

et ‘¢,-(t):A,—cos(Q,—t)+B,-sin(Q,—t)|

ou Q; est 'une des n solutions de : | det (K - QZM) =0

@ Systéemes admettant des modes de corps rigide avec (r=1,...,n):

&()=0 = ‘¢,(t):At+B| et \Kx,:o|
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

Modes de vibration

Orthogonalité des modes de vibration

Lorsque toutes les pulsations propres {Q;};—1, ., sont distinctes, les propriétés d’orthogonalité se
résument a :

XTMXs =0 s XTKXs =0 lorsque r#s

Définition
On appelle masses modales et raideurs modales les quantités scalaires {m;}i-1_, et {Ki}i=1, _n
définies par :

mi=XTMX; , K =XTKX;

Par ailleurs, les pulsations propres sont définies par

Qi=|—
m;
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

% Démonstration 2.5 - Orthogonalité des modes de vibration

Le probleme aux valeurs propres est réécrit pour un mode donné {(Qs, Xs)} :

KXs = Q2MX;
X/ KXs = Q2X/MXs avec r#s (2.1)
Méme chose avec le mode {(Q, X/)} :
KX, = Q2MX,
XIKX, = Q2X/MX, avec r#s (2.2

On effectue (2.1)7 - (2.2) :
XIKTX, — XIKX, = Q2XIMTX, - Q2XI MX,

Les matrices M et K sont symétriques, donc M7 = M et K™ = K et donc :

(QE - Qg) XIMX, =0

T _ 02xT | xT
Comme | X5 KX, = Q7 Xg MX; |on a aussi
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

Modes de vibration

Définition

On appelle modes de corps rigide les solutions particulieres du probleme aux valeurs propres telles que
, i.e. associées a des valeurs propres nulles Q; = 0.

Le nombre maximum de modes de corps rigides est de 6 (3 translations + 3 rotations).

Normalisation des modes de vibration

Les vecteurs propres X; sont définis a une constante prés, on peut donc les normaliser par rapport a la
matrice de masse :

o X%

JXTmx, Vi

Quand on considéere les modes { (€, Y;) }i—1

Remarque

Dans la suite on suppose que les modes sont normalisés par rapport a la matrice de masse
= Il seront quand méme notés X;.
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

Principe de décomposition modale

Objectif de la décomposition modale

Principe de la 5 5 . N
% e _ 1probléemean n problémes a
décomposition = DDLs — 1 DDL

modale
Orthogonalité des
modes de vibration

Mise en ceuvre

¢ Parce que les vecteurs propres {X;};_1.._, sont indépendants et orthogonaux par rapport aux
matrices M et K ils forment une base de dimension n permettant de représenter le comportement
dynamique du systéme.

= Le vecteur des déplacements u peut étre exprimé sur la base des modes de vibrations. La
décomposition modale s’écrit :
n
u= Z #iX;

i=1

¢; : amplitudes modales ou coordonnées généralisées, déterminées a partir des Cls.
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

Principe de décomposition modale

Remarque

Dans le cas de valeurs propres multiples (ceci inclues également les modes de corps rigide ou la valeur
propre correspondante est nulle) le principe de décomposition modale reste valable. Pour cela il faut faire
appel au théoréme de dégénérescence.

Théoréme de dégénerescence ([Géradin et Rixen(1994)] page 73)
A une valeur propre Qp du systeme
(k-o2M)x=0

correspond un nombre de vecteurs propres linéairement indépendants (orthogonaux les uns aux autres et
orthogonaux aux vecteurs propres correspondant aux autres valeurs propres) égal a la multiplicité de la
valeur propre.
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté
Modes de vibration

Exemple de systéeme dégénéré

= Calcul des pulsations propres Q

Il faut résoudre det (K = QzM) =0, soit

Kk — sz 0 _ 2 2 _
‘ o k_QZm“O = (k-92m) =0
Les pulsations propres sont donc :
Q? = i et QE = 5
m m
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

Principe de décomposition modale
Application au calcul des vibrations libres sans amortissement

® Systéme matricielle décrivant les vibrations libres d’'un systeme conservatif a n DDLs

Mu + Ku =0
u(t=0)=uy , u(t=0)=uy

ug et Ug : vecteurs de taille n x 1 exprimant les conditions initiales.

® En appliquant le principe de décomposition modale et les propriétés d’orthogonalité des modes,
on montre que

(ZS,-+QI.2¢,-:O i=1,...,n
¢i(t=0)=XMuy , ¢(t=0)=XMuig

S N ——

®jo Hjo

¢ La solution de chacune des n équations précédentes est connue (cf. Chap. 1) :

b = pjgcos(Q;t) + ¢'0 sm(Q,t)
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

% Démonstration 2.6 - Projection sur la base des vecteurs propres

On écrit les équations du mouvement en remplagant u par sa décomposition modale :
Mi +Ku=0
n n
MZ&;X,‘+KZ »iX;i=0
i=1 i=1
n n
X7 (MZ FXi+KY ¢,—x,-) =0
i=1 i=1

n
(li"i XIMX;  +¢  XTKX; ) =0
=

i —— S——
=0sir#i =0sir#i
=mj=T1sir=i =k=Q2sir=i

= ‘$i+9,-2¢i=0 i=1,...,n‘

Pour les conditions initiales, si les modes sont normalisés par rapporta M, on a:

n n
ug = Z‘ BioXi = X Mug = Z: BioXI MX; <
= i=

n n
g = Z: dioXi = X[ Mug = 21: GioX] MX; =
1= i=
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

Cas des systémes dissipatifs

Equations du mouvement dans le cas dissipatif

Mi+Cu+Ku=0
u(t=0)=uy, , u(=0)=uy

Amortissement de Rayleigh

Matrice d’amortissement proportionnelle a la matrice de masse et de rigidité :

C =aM +bK

= Orthogonalité des formes propres X; également vérifiée vis-a-vis de C.

Remarque

Dans chacune des applications qui suivent les décompositions modales sont effectuées sur les modes
du systéme libre sans amortissement.
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

Cas des systémes dissipatifs
Application au calcul des vibrations libres avec amortissement

® En appliquant le principe de décomposition modale et les propriétés d’orthogonalité des modes,
on montre que

$i+2§9i¢i+gf¢i=0 i=1,...,n
¢i(t=0)=XMuy , ¢;(t=0)=XMu,

S—— S——
®jo Pjo
) . P 1(a
& : taux d’amortissements modaux, définis tels que : | ¢ = 5\ +bQ;
i

® La solution de chacune des n équations précédentes est connue (cf. Chap. 1) :

avec | Qjg = Qi1 - 4P

¢i = e 4% | grgcos(Qigt) +

4iQid dio + dio sin(Qut)
Qjg
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

% Démonstration 2.7 - Projection sur la base des vecteurs propres

On doit résoudre, par décomposition modale, le systeme suivant :
Mi+Cu+Ku=0
u(t=0)=uy , u(t=0)=ug

avec
C=aM+bK
Tex: = TMX; TKX;
X;CX; =a X, MX; +b X/ KX;
—_— — —_—
=0sir#i =0sir+i =0sir#i
=cjsir=i =1sir=i —Q2sir=i
1

Le coefficient d’amortissement modal et le taux d’amortissement modal sont donc :

Ci 1

a+bQ? | et | ——(i+b9;)
Q;
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

% Démonstration 2.7 - Projection sur la base des vecteurs propres

Pour résoudre le probleme on va décomposé le vecteur u sur la base des modes propres du systéme
homogéne et sans amortissement associé :

n n n
MZ (}")’;X,‘+CZ qS,-X,-+KZ ¢iX; =0
o s i
n n n
X/ (MZ i Xi +CZ iXi + KZ ¢ixi) =0
i=1 i i

n
(djf XTMX; +¢; X/CX; +¢; XTKX; ):o
=1

‘ N— —_—— —_——
=0sir#i =0sir#i =0sir#i
=1sir=i =cjsir=i =Q2sir=i

1

$+20Qi¢+Q%¢ =0

Les conditions initiales se traitent comme dans la Preuve 2.5. Finalement le probléme de dimension n initial
est équivalent aux n sous-problemes suivants :

¢;,‘+2§,*.Q.,‘q'5,'+9i2¢,‘=0 i=1,...,n

$i(t=0)=XMuy , ¢(t=0)=X Mui,
S—— s

$jo Kﬁjo
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

Cas des systémes dissipatifs
Application au calcul des réponses forcées harmoniques

® Oscillations forcées d’un systéme a n DDLs avec amortissements visqueux, soumis a des forces
harmoniques, décrites par les équations du mouvement suivantes :

M + Cd + K = Fe/! \

® La solution stationnaire recherchée sous la forme

= Le probléme consiste alors 2 identifier le vecteur des amplitudes complexes 0

® Décomposition modale = 0= i ¢iX; + orthogonalité des formes propres X; :

_ Fi/ki
11— (/)2 +2/Gw/

i

ou F=XF i=1,...,n

ou les termes F; sont appelés forces modales.

Remarque

Les amplitudes modales sont maintenant fonctions de la pulsation de forgage w
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

% Démonstration 2.8

On doit résoudre, par décomposition modale, I'équation suivante :

M + CU + Ku = Feos(wt) = \Mﬁ+cﬁ+Kﬁ= Fe/«!

On cherche une solution stationnaire sous la forme
mouvement. Ce qui donne :

qui est introduite dans I'équation du

(—w2M+ij+K)ﬂ: F

Pour résoudre le probléeme on va décomposé le vecteur d’amplitudes complexes U sur la base des modes
propres du systeme homogéne et sans amortissement associé en posant :

0= Z¢ixi
7
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

% Démonstration 2.8

On obtient : N
(—sz +ij+K) > oiXi=F
i

X7 (—a)zM +ij+K) Z": &% =XIF
i

n
> (—wZX,TMX,- +jwXTCX; + x,TKx,-) ¢ =XF
i

(~w?+ojw+0?) ¢ =F

En divisant par 91.2, le probléme de dimension n initial est équivalent aux n sous-problémes suivants :

& Fi/Qj Fi/ki = UMA,,; = USBie¥i

T (/)2 +2gw/% 1 (/2 +2Gw/e

Finalement la réponse stationnaire s’écrit :

u=Re|[d] = Re [0e/!| = Zn: Re [Ugie/( -] X, = Zn: US'B; cos(wt — ¢)X;
i i
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

Cas des systémes dissipatifs
Application au calcul des réponses forcées harmoniques

R R Fi/ki
U_Zi:¢l(w)XI_zi:1—(M/Qi)z‘*zj{i‘”/gf

Hypothése : au niveau de la résonance du j-ieme mode on a 0~ di(w)X;

= Expressions analytiques approchées :
* De la pulsations de résonance :

w,_fezghh_zgﬁ i=1,...,n

* Du maximums de 'amplitude de chaque pic. Pour la k-ieme composante de Oona:

ik ix k=1....n
2

241 - &

1Ok Imax = | 1 (wf®) Xi| =

Travail personnel : démontrer les résultats précédents.
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

Réponse forcée harmonique
Cas d’un systéme amorti traité par décomposition modale

fi = Ficos(wt)  fo = Fpcos(wt) Pulsations propres :

gf:ﬁ, gi:%
c c c m m
11 1l 11
1 m 1 m 1 Vecteurs propres :
11 1 (1
Tl LT ) el
(O] O] (ON O] 1= om 2= om |1
Lanalyse modale conduit a :
c 3c 1¢ Fi/Qi .
k'=g.2, ci=—, Co=—, -=__I, - LR el i=1,2
1= =g = G55 9 1—(w/Q,-)2+2j{,-w/Q,-( )
~ 1 (2F1+F2)k—F1mw2+jc(2F1+F2)w
Uy = — + =
' Vom (#1+ ¢2) (few +k — mw?) (3jcw + 3k — Mw?)
i 1 (Fy +2F2) k — Fomw? +jc (Fy +2F3) w
Uo= — (¢1 - ¢2) = — s 5
Vom (flcw +k - mw?) (3jcw +3k — mw?)

Travail personnel : démontrer les résultats précédents.
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

Réponse forcée harmonique
Cas d’un systéme amorti traité par décomposition modale

12
H Décomp. mod.
10 - == Calcul direct . . .
Approximation a la résonance du mode 1 :
8 : Oy~ P g 0L
S 6 : : va2m va2m
4 Approximation a la résonance du mode 2 :
2 ~ ~
E 0y ~ ﬂ, U, ~ _ %2
% 05 1 15 3 2 25 vam vam
w
12 Décomposition modale 12 Décomposition modale
' —— Approx. mode 1 ' = Approx. mode 2
10} i - == Tous les modes - - - Tous les modes
(5 <§
0 } crosdiill ™
0 0.5 1 15 ‘/3 2 2.5
w w
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

Digression sur la notion d’excitation par mouvement des supports

Equations du mouvement

Mi + Cu + Ku = —C,,.-ugr = K,Fugr

ou K¢ et Cjr représentent des matrices de raideur et d’amortissement, de taille n x ny avec :
® n:nombre de DDLs internes ne comprenant pas les DDLs de frontieres
¢ n¢ : nombre de DDLs de frontiere :
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

Digression sur la notion d’excitation par mouvement des supports

Equations du mouvement

Mi + Cu + Ku = —C,,.-ugr = K,,.-ugr

ou K¢ et Cjr représentent des matrices de raideur et d’amortissement, de taille n x ny avec :
® n:nombre de DDLs internes ne comprenant pas les DDLs de frontieres
¢ n¢ : nombre de DDLs de frontiere :

Définition

On note u®! le vecteur des déplacements statiques défini par

ust — _K—1 K”__ugr

Le probléme est traité en termes de déplacement relatif en considérant le vecteur u* :

uSl
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

Démonstration 2.8

Soit le systeme suivant, a 5 DDLs dont 2 de frontiére (i.e. n=3 etns =2) :

ar

u

1
70 o0
% ¢ e e e 7
217 il Tl T 7
2 l - | m | m I 2
% 1 ! 1 2 4 ° U 7
7 ke ke ke ki %

00 (ONNO) (ONN®)

NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN

my 0 0 U1 Ci +Co —Co 0 U1 k1 +k2 —kg 0 U4
0 mo 0 Ug +| —C2 2¢o —Co Up o + 7k2 2k2 7k2 us
0 0 ms]| (U3 0 —C> Ci+Co| (U3 0 —k2 k1 +k2 us
ci 0] (0 ki O ar
=10 o[{%t+l0o of{%
0 co] %2 0 ko] Y2
ou encore

‘ Mii + Cu + Ku = —Cjr 9 — Kjru
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

Digression sur la notion d’excitation par mouvement des supports

Proposition

Lorsque la matrice d’amortissement C est proportionnelle a la matrice de raideur K — c’est-a-dire lorsque
C = bK — le vecteur u* s’obtient par résolution du probleme matriciel suivant :

\ Mii* + Cu* + Ku* = —Mii®. \

u'=u-us| avec |ust=-K 'Krud
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

% Démonstration 2.9

On s'intéresse au déplacement relatif :
u'=u-u% avec uS=-K'Kpu¥
On reprend I'équation du mouvement avec C = bK :
Mi + Cu + Ku = _c”__ugr - K,,:ugr
Mii + bKu + Ku = —bK/,A:I:Igr - K/,:ugr

- K (bK’1 Kpad + K- K,Fugf)

K (bu +u®!)

Mu+c(u—ust)+K(u—usf):o

Au final, on obtient bien :

M@+ Cu’ + Ku = —M |
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

Digression sur la notion d’excitation par mouvement des supports

Application au calcul des réponses forcées harmoniques
® Mouvement induit par des déplacements harmoniques m, imposés aux supports,

® Solution recherchée sous la forme

® En appliquant le principe de décomposition, en posant :
0= Z i X;
i

on obtient finalement les expression des amplitudes modales ¢;

(/)20

= — ou Ut=xTMOS i=1,....n
1 - (w/9)?+2jGw/Q;

i
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Chapitre 2 — Systémes a plusieurs degrés de liberté Systemes a n degrés de liberté

% Démonstration 2.10

En introduisant G5t = Uste/«! et G* = 06/t dans Mi* + CU* + Ku* = —MGS! on obtient :

(—sz +jwC+ K) 0 = w2MU

Puis en introduisant 0" = i ¢iX; dans cette derniére on obtient :

(—sz +jwC+ K) i #iX; = MU
i
x7 (—sz +jwC+ K) zn: #iX; = w2XT MUt
i

n
> (—w2x,TMX,- +jwXTCX; +x,TKx,-) #; = w2XT MUt
i

(-w?+2jwei +0?) ¢ = W20

En divisant par 9,2 le probléme de dimension n initial est équivalent aux n sous-problémes suivants :

(/)20

= — ou USt=xXTMOS j=1,....n
1 - (w/Q)? +2Gw/Q

i
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Plan du cours

Chapitre 3 — Systémes élastiques continus
3.1 Introduction

3.2 Vibrations longitudinales des barres

3.3 Vibrations transversales des poutres
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Introduction

Plan du cours

Chapitre 3 — Systémes élastiques continus
3.1 Introduction
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Introduction

Cadre du cours

Hypothése de petites perturbations

Le cadre des petites perturbations sera admis tout au long de ce cours, dans ce sens que les hypotheses
suivantes, appelées hypothéses de petites perturbations (HPP), seront admises :

© Les systemes étudiés sont linéaires, sous entendu que les déplacements engendrés par différentes
sources d’excitation sont cumulables (principe se superposition).

* Les champs mécaniques et cinématiques des systémes déformés sont étudiés par rapport a leurs
configurations de référence (positions d’équilibre statique), sous entendu qu’il n’y a pas de
distinction entre variables eulériennes et lagrangiennes ; cela signifie que les déplacements sont petits
par rapport aux dimensions des systemes étudiés (~ pas de mouvement moyen).
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Intro

Vibrations des systémes élastiques continus

* A « haute fréquence » I'approche masses-ressorts-amortisseurs n’est plus valide

« haute fréquence » = Longueurs d’'ondes deviennent du méme ordre de grandeur que les dimensions
caractéristiques des sous-structures étudiées

= Chaque sous-structure est considérée comme un systéme continu avec un comportement dynamique
propre « multi-DDLs ».

= La description de chaque sous-structure requiert de prendre en compte, a I'échelle locale, ses
propriétés inertielles et élastiques. (Mécanique des milieux continus)

3

7
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Introduction

Dans le cadre des petites perturbations (HPP), le probléeme aux limites permettant de décrire le
comportement vibratoire du systeme s’exprime :

Ao 2.
PFD 9% _p2U g dansq
ox; at?

P

-

3
Condition aux limites Z ojin; =t sur Sy

Ces équation traduisent respectivement les équations d’équilibre local du systéme (PFD), dans les trois
directions de I'espace (i = 1, 2, 3), et les conditions aux limites.

Hypothéses MMC dans le cas des barres/poutres
* Hypothése de Navier : les sections restent planes;
* Hypothése de Bernoulli : les sections restent perpendiculaires a la fibre neutre;

® Principe de St Venant : les contraintes (et déformations) dans une section droite éloignée des points
d’application d’un systéme de forces ne dépendent que de la résultante et du moment résultant (au
centre de gravité de la section) associés a ce systeme de forces.
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Plan du cours

Chapitre 3 — Systémes élastiques continus

3.2 Vibrations longitudinales des barres
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Vibrations libres et modes de vibrations
Probléme étudié

= Vibrations libres d’une barre prismatique droite, homogéne et non amortie.

® Caractéristiques matérielles et géométriques :
densité p [kg.m~3], module d’Young E [Pa], section S [m?], longueur L [m].

® x (x € [0,L]) : abscisse permettant de repérer un point (ou section) le long de la barre.

X

0 XTL
ax '

Etat d’équilibre

F(x) F(x +dx)

;(:(‘, t) u(x +dx,t)

Configuration
déformée

Figure 3.2- lllustration d’'une barre en traction-compression et équilibre dynamique d’un trongon de longueur

élémentaire dx.
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Vibrations libres et modes de vibrations

Equations du mouvement

A la position x, I'’équation du mouvement du systeme s’exprime alors par :

Pu _ pdfu
ox2  E ot

u = u(t, x) : déplacement longitudinal de la section.

=0 x €]0,L[

Solutions stationnaires harmoniques

® On considere les solutions particulieéres synchrones* (sinusoidales) de méme pulsation Q du

probleme en posant | u(x,t) = X(x) cos (Qt) |(solution a variables séparées)

z . S o2 d2X 2 o P
® Equation a résoudre :| — +B°X =0 x €]0,L[ ol B=Q,/=
dx? E

B :nombre d’onde et 1 = 27/ : longueur d’onde

® Solution :| X = Acos(Bx) + Bsin(Bx) x € [0,L]

A et B : constantes déterminées a partir des conditions aux limites et par nomalisation.

baptiste.bergeot Vibrations des structures 113/186



Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

% Démonstration 3.1

Le PFD est écrit pour I'élément de barre :
8%u
dm— =F(x+dx) - F(x
o =[x+ = F oo

&u ,
dexm =F(x)+F (x)dx - F(x)

ou
En écrivant H et en utilisant la loi de Hooke E avec| € = — |dans le cas d'une traction
=5

pure (cf. cours MMC 3A GSI, INSA CVL),ona:

d2u &2u
Sdx — = ES—_dx
P o T " ox2
et donc
8u  p du
— -=—=0 x €]0,L
ox2  E or? 10,41
Remarque

Les valeurs de u(x,t) en x = 0 et x = L sont imposées par les conditions aux limites.
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

% Démonstration 3.1

On cherche les solutions particuliéres stationnaires harmoniques (de pulsation Q) du probléme en posant

u(x,t) = X(x) cos (Qt) |qui est introduit dans I'équation du mouvement :

82u 82u
gu_pou_y

a2 E o
2
M cos (Qt) + = ng cos (Qt) =
dx2

et donc

‘;)2( X =0 xel0,L[ ou g=0,/2

m

Léquation précédent est celle d'un oscillateur harmonique spatial, le nombre nombre d’onde S est la
« pulsation spatiale ». La solution est donc de la forme :

X = Acos(Bx) +Bsin(Bx)  x € [0,L] ‘
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Conditions aux limites

Les conditions aux limites sont définies en considérant les 2 grandeurs qui caractérisent le mouvement de
flexion :

® le déplacement longitudinal :

o= Eau(x, t)

® la contrainte longitudinale :
9 ox

Définition

Une condition aux limites homogéne consiste a annuler 'une de ses grandeurs.
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Barre libre-libre
Conditions aux limites

Les conditions aux limites s’écrivent :

aX aX
&XZO_O et WX:L_O

Les solutions de I'équation (il y en a plusieurs!) s’écrivent :

X;=Acos(Bix) xe[0,L] ot Bi=—= >0

Les pulsations associées a ces solutions sont exprimées par

Q;=IT" g i>0

Remarque

Dans ce cas, la solution obtenue lorsque i = 0 (c’est-a-dire pour Q = 0 et X = A) correspond au mode de
corps rigide (translation selon x) du systeme.
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

% Démonstration 3.2 - Barre libre-libre

Si la barre est libre en 'une de ses extrémités c’est que cette derniere ne subit aucune contrainte. Comme
la loi de Hooke pour une barre en traction s’écrit :

ou aX
U—Ee—Ea—Ed—Xcos(Qt)
on a donc pour une barre libre-libre :
% =0 et % =
ax o ax |
ax
@l =0 = [B=9]
Kl 0 = Asn(Bl)=0 = pl=ir = |g=iZ|et|@=iZ|E (>0
ax |, L L\ o

et donc finalement :

U(x, t) = Acos(Bix) cos(Qjt) avec ix0 ‘

A chaque position x le déplacement u oscille & la pulsation Q; avec une amplitude A cos(;x)
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Barre libre-libre
Déformées modales

~_ 1
X
— I~

0 L/2 L

o] LN/ N,
7L/\ /\

N " X(x)

Figure 3.3- Evolution spatiale des déformées modales {X; }i=1,2,3 pour une barre libre-libre.
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Barre encastrée-libre
Conditions aux limites

Les conditions aux limites s’écrivent :

dX
Xlho=0 ot - 0

Les solutions de I'équation (il y en a plusieurs!) s’écrivent :

2i —1
X, =Bsin(Bx) xe[0,L] ou B= % i>1
Les pulsations associées a ces solutions sont exprimées par
_@i-)r |E
Qi = oL " i>1
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

% Démonstration 3.2 - Barre encastrée-libre

Si la barre est encastrée en I'une de ses extrémités c’est que cette derniére ne subit aucune déplacement.
On a donc pour une barre encastrée-libre :

X|X=0=0 et %

ax =0

Xleo=0 =

aX

- - _ (2=
@ =0 = Becos(BL)=0 = B;L_%

x=L
 (2i-1)ax _@-hr [E| .
= |Bi= g |t =g \/: (iz1)

et donc finalement :

‘u(x,t):Bsin(B,-X)cos(Q,—t) avec > 1

A chaque position x le déplacement u oscille & la pulsation Q; avec une amplitude B sin(3;x)
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Barre encastrée-libre
Déformées modales

X(x)
/
B == —]

1= 0‘<\\\ L2 rx
— —X(x)
= -X(x)

po= g \K x

2L | 0 Lz L
~ X(x)
X (x)
B 51 \\/ \/ x

T2 | o ’\L/z N L
p/ -X(x)

Figure 3.4- Evolution spatiale des déformées modales {X; }i=1,2,3 pour une barre encastrée-libre.
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Barre encastrée-encastrée
Conditions aux limites

Les conditions aux limites s’écrivent :

Xlx=0=0 et X[, =0

Les solutions de I'équation (il y en a plusieurs!) s’écrivent :

X;=Bsin(Bix) xe[0.L] ot Bi=-— ix1

Les pulsations associées a ces solutions sont exprimées par

in |E .
QI=T > i>1
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

% Démonstration 3.2 - Barre encastrée-encastrée

On a donc pour une barre encastrée-encastrée :

| Xlo=0 et Xl =0]

Xl =0 =

Xyt =0 = Bsin(BL)=0 = piL=in = |Bi=i

=~
[0}
ol

g,-:iﬁ\/E (i20)
L\p

U(x,t) = Bsin(Bix) cos(Qit) avec izo‘

et donc finalement :

A chaque position x le déplacement u oscille 4 la pulsation Q; avec une amplitude B sin(B;x)
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Barre encastrée-encastrée
Déformées modales

i —] ™~ X(x)
Pt —~ L2 - LX)
SN
271 X(x)
Pa = 0 X0
N |
—~ L~
25 =3% y K X(X)X
0 L/2 LX(x)
-y N

Figure 3.5- Evolution spatiale des déformées modales {X; }i=1,2,3 pour une barre encastrée-encastrée.
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Modes de vibrations
Déinition

sont appelés modes de vibrations.

= Les doublets

* Dans le cadre des vibrations longitudinales, on parlera de modes de traction-compression, leur
nature dépend du type de conditions aux limites envisagées.

® Chaque mode i est caractérisé par une pulsation propre Q; et une forme propre X; = X;(x), fonction
de la position sur I'axe de la barre.
= Les formes propres sont définies a une constante prés.

Remarque

La famille des vecteurs propres {{X};}i=1..._. forme une base de dimension oo permettant de représenter

le comportement dynamique du systeme.
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Modes de vibrations

Orthogonalité des modes de vibration

Deux modes donnés (Q,, X;) et (Qs, Xs), pour lesquels Q; # Qs, vérifient les propriétés d’orthogonalité
suivantes :

L
/0 XXsdx =0 . o adx dx

dx =0 lorsque r#s

Définition

On appelle masses modales et raideurs modales les quantités scalaires m; et k; définies par :

t Liaxi\?
m,-:pS/ X2dx k,-=ES/ (—’) dx  Vix1
0 0 ax

Par ailleurs, les pulsations propres sont définies par | Q; = FI
i
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

% Démonstration 3.3 - Orthogonalité des modes de vibration

L'équation des formes propres est écrite pour deux modes différents X, et Xs

a?X,

dxz’ +B2X, =0 (3.3)

2

i:gs +ﬁ52Xs =0 avec r#s (3.4)

L
On effectue/ Xs(3.3)dx :
0
Ly d?X
/ (xs L4 ,8,2XSX,) dx=0
0 dx2
ax, |- L X dX;
[XSW - A dX dx —adx + / ﬁ,XSerX 0 (35)
—_—
=0 (car C.l. homogenes)
L
puis/ Xr(3.4)dx :
0
/ (x,d Xs + 2 xsx,) dx=0
axs |t L ax; dXs 2
[X’W 0 [ o / B2X Xsdx = 0 (3.6)
N

=0 (car C.I. homogénes)
128/186
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

% Démonstration 3.3 - Orthogonalité des modes de vibration

En faisant (3.5)-(3.6), on obtient :

(62-52) [ "X Xedx = 0
0

Donccommer #sona:

L
/ X Xsdx =0 (3.7)
0

En introduisant (3.7) dans (3.5) (ou (3.6)), on a également :

L aX, dXs

. Wﬁdxd)(:()
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Modes de vibrations

Normalisation des modes de vibration

Les vecteurs propres X; sont définis a une constante prés, on peut donc les normaliser par rapport aux
masses modales :

X
’pSfOLXI-ZdX \/’71

Quand on considére les modes {(Q;, Yi)}i=1,. o Ona:

Y=

Remarque

Dans la suite on suppose que les modes sont normalisés par rapport a la masse
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Prise en compte de I’'amortissement

Deux types d’amortissement :
* Amortissement structural dd a la nature viscoélastique du matériau.

ou . 82U
ax T Hoxat

= Viscoélasticité linéaire, modéle de Kelvin : | 0 =Ee + ué = E

ou

* Amortissement d aux forces (linéiques) de frottement externes | o 5t

Nouvelle écriture du PFD sur I’élément de barre

Le PFD sur I'élément de barre s‘écrit maintenant :

ou &u ou
dexﬁ S—(Ea-’- —6X6t)dX—VdXE
R —
et donc
2 3 2y
Fu p o pdu_ v oo
ox2  Eoxtot E o2 SE ot
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Réponse forcée harmonique - Approche « directe »

On considére le probléme de vibrations d’'une barre sollicitée ponctuellement, sur 'une de ses extrémités, par
force ou déplacement imposés.

= Les excitations sont supposés harmoniques de pulsation w, s'appliquant selon la direction
longitudinale x.

U®* cos(wt)
7 Fcos(wt) 7
— |
(a) (b)

Figure 3.4- Vibrations forcées harmoniques d’une barre (traction-compression) : (a) excitation par force
imposée; (b) excitation par déplacement imposé.
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Réponse forcée harmonique - Approche « directe »

* Laréponse stationnaire s'obtient par considération d’'une solution particuligre | u(x, t) = U(x)e/*!

de
Pu p oud pdu v du
o2 Eoxéat Eo SEar 0 XeloLl

* On montre que I'amplitude complexe U est décrite par I'équation suivante :

2
U 2U=0 xelol[ ob v=w %

Les phénoménes de dissipation étant pris en compte a partir d’'un mode de Young complexe
E" = E(1+]1) ol n est appelé facteur de perte. Dans ce cas la contrainte o~ est reliée a la

déformation axiale € par| o =E(1+jn)e |

* Lamplitude complexe U s’exprime alors par

U=Ae* 1B xelo,L] ol y'=w %

ou y* est le nombre d’onde complexe, défini par rapport a la pulsation d’excitation.
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

% Démonstration 3.4

Lintroduction de u(x,t) = U(x)e/‘“' dans

EaXZat_EW_EEZO
conduit a
RU . udU op
dX2 +/ Z? E;—— W' E?LJ —/CUE§E:L/ =0
LM du 2P _
(1-7e E)d2+( £ Jogg)U=0
2 —
dU+(a)p {wV/S)U:O
dx? E+jop

Si on néglige 'amortissement d{i aux forces de frottement externes (i.e. v = 0) on obtient :

a?u

d2+y U 0 xe€]o,L[

avec le nombre d’'onde complexe

Y=o gt—=o |z | ot [p="E
E+jwu E(1+jn) E
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Réponse forcée harmonique - Approche « directe »

La solution stationnaire s'exprime a partir de 2 constantes A et B, obtenues par application des conditions
aux limites qui contiennent le forgage :

Barre encastrée en x = 0 et excitée par forceen x = L

Conditions aux limites : | U|x-o =0 et E*S 2 =F
dx x=L
Lamplitude complexe U s’écrit alors :
F e drxier'x

x € [0,L]

T JyE'S erlient

Barre excitée par déplacement imposé en x = 0 et libre en x = L

Conditions aux limites : | U|y—g = U%" et So|y =0 = 2t =0
dx x=L
Lamplitude complexe U s’écrit alors :
—jy* (x-L) jy* (x-L)
yoys & e xeo,L]
eVl el ’
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

%, Démonstration 3.5 - Barre encastrée en x = 0 et excitée par forceen x = L

Si la barre est excité par une force harmonique Fe/“! en x = L on a alors :

—es

e/'o)l‘
x=L ax

Fé“l =S orlyy = S(Ee + )|yt = S(Ee€ +jwp) eyt = E'S %
x=L

Les conditions aux limites s’écrivent donc :

U|X=0=0 et E*Sﬂ

ax =F

Ix=L

d'ou, comme U(x) = Ae V"X + BelY"X ona:

1 1 A ,‘f_ A 1 17" g
et jye (Bl T | g5 = BT [Hyret jyreirt

_F 1
Ty ErS e VL 4 jyreirtL

et donc finalement :

F  —edY'x 4 gv'x

= 7ES o lrgrt x € [0,L]

baptiste.bergeot@insa-cvl. fr Vibrations des structures 136/186



Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

% Démonstration 3.5 - Barre excitée par déplacement imposé en x =0 et libreen x = L

Si la barre est excité par un déplacement harmonique U9'¢/! en x = 0 on a alors :
Ulxep = Ulyoo €@ = U/t
Les conditions aux limites s’écrivent donc :

au
—yor - a9
Ulyoo=U9 et Solyo=0 = o |y 0
d'ou, comme U(x) = Ae V"X + BelY"X ona:
1 1 Al _[us Al _ 1 11 o
—jyett jyert] B[ 7] 0 Bl " |-pye ™t jyet] |0
oraiv*L gre—jv L
= |A= # et |B= #
eIl 4 jy*Belv'L e 'L 4 jy*Belr*L
et donc finalement :
—jy* (x-L) jy*(x-L)
U=Ugr% XE[O,L]
e vl + gr'L
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Réponse forcée harmonique - Approche « directe »
Phénoméne de résonance

Siil n’y a pas d’amortissement :
* Barre encastrée en x = 0 et excitée par forceen x =L,onaenx =L

F —eiie F
Y=t = Es et rat ~ yES " O

donc U(x =L) — o (résonance) si| y = @r-Hx etlw= @-vz [E (i=1)
2L 2L P

= Résonance quand

* Barre excitée par déplacement imposé en x = O etlibreenx =L,onaenx =L

des modes de la barre encastré-libre

2 1
—L)=Uuer oy
Ux=0L)=U e vk 4 givL v cos (yL)

= Résonance quand

des modes de la barre encastré-libre
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Réponse forcée harmonique - Approche « directe »

Barre encastrée en x =0 et excitée par forceenx =L
T

1078} " 1
w 10~%F 4
5 107 :
x
= 10"} §
2 1::_12 — Sans amortissement
10-13F : \ | — Avec amortissement i
0 50000 100000 150000
w
Barre excitée par déplacement imposé en x =0etlibreenx =L
T T T T
& 10 3
=
1 5 :
=
=) — Sans amortissement
1t ~— Avec amortissement I
0 50000 100000 150000

w
Figure 3.5- Evolution fréquentielle du déplacement longitudinal (amplitude) d’'une barre encastrée en x = 0

et excitée (en haut) par force harmonique en x = L et (en bas) par déplacement imposé en x = 0 et libre en
x = L. Réponse au point d’excitation.
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Réponse forcée harmonique - Approche « directe »

Remarque sur le modéle d’amortissement

~ S I N Sy |
si0<n<x1= |[y=w E(1+j77)~w E j277w E=Y j217y

® Le bruit n’affecte que la partie réelle de nombre d’'onde

= Le décalage des fréquences de résonance est trés faible par rapport au cas conservatif

\/Shz (ynlL) + sin? (2yL)

ch(ynlL) + cos(2yL)

Preuve graphique :  |tan (y*L)| =

tan ((7 —j%ny)L)' =

S2b """"""""" — cos(yL) — cosh(ynL) +cos(2yL) ”
%0 85 90 95 100
Y
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Principe de décomposition modale

Proposition

Les formes propres {X;}i>o constituent une base de représentation pour décrire le comportement
dynamique du systéme (possiblement forcé). La décomposition modale se traduit par

(1) = ) (DX (x)

i=1

¢i = ¢;(t) : amplitudes modales.

Principe de troncature modale

En pratique, seuls n modes {X;},_1 _, sont retenus pour décrire la décomposition modale. C’est le
principe de troncature modale. La décomposition s’écrit alors :

UGGt = " DX (x)

i=1
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Principe de décomposition modale
Cas des vibrations libres non amorties

® En appliquant le principe de décomposition modale et les propriétés d’orthogonalité des modes,
on montre que

d?e o ;
e +Q7 ¢ = Vi>1
L d¢ . L .
Pilt=0 = io =PS/ Xiupdx —’ = dio =PS/ Xito dx
0 at | 0

® La solution de chacune des équations précédentes est connue (cf. Chap. 1) :

b = pjgcos(Q;t) + ¢'° sm(Q,t)
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

%, Démonstration 3.6

On suppose un décomposition modale de type u(x, t) = Z;’; i (£)Xj(x) qui est introduite dans I'équation
du mouvement sans amortissement :

Pu_p du
ox2  E o
t S aXi p S d2¢’/
SENZ Zix|ax=0
[ (S oSt -5 20
/xr(Z—qs,ﬁ,xf—gZ]dT;x,)dx:o
1= i=
S L 1S Ry L
Z—¢,—Sps/0 x,)(,dx—§;7ps/o X, Xidx =0
- | —— - [ ——
=0sir+i =0sir+i
=mjsir=i =mjsir=i

En utilisant les propriétés d’'orthogonalité des modes, les définition des masses et raideurs modes et en
supposant que les modes sont normalisés par rapport a la masse (m; = 1), on obtient :

B, 1 Pe
pSY T SEae T
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

%, Démonstration 3.6

. @p —
Comme | Bf = E , on obtient finalement :

2 b
%m,?(p,-:o Vis 1

Il faut aussi projeter les conditions initiales u(x, 0) = uy dans la base des modes propres :
o =) ¢ioXi
i=1
L L =
pS / Xrupdx = pS / X " ioXidx
0 0=

L 0 L
pS/ XrUOdX = Z ¢iopS/ Xr)(,'dX
0 = 0

En utilisant les propriétés d’orthogonalité des modes et en supposant que les modes sont normalisés par
rapport a la masse, on obtient :

L L
$io = pS / Xiupdx | et | gjp=pS / Xito dx
0 0
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Principe de décomposition modale
Prise en compte d’une excitation aux extrémités de la barre

Objectif

Approximer les résultats obtenus précédemment a I'aide d’'une décomposition modale tronquée

En appliquant le principe de décomposition modale et les propriétés d’orthogonalité des modes, on
montre que :

¢ dei .
de’+%Qf%+§2’?¢i=fo)(i(0)+fL)(;(L) Vi1

fo et f, : forces appliquées au systtmeenx =0etx =L

Remarque

Les modes utilisées sont choisis pour étre « compatibles avec le forcage considéré »
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

% Démonstration 3.7

Formulation faible du probleme (cf. cours d’éléments finis, J.-M. Mencik) :

L 2 3
ocu o°u ocu
h(x)|pS— - uS—— -ES— |dx =0
/o ()(p a2 M axzot 62)

avec h(x) une fonction définie sur [0, L]. Une intégration par partie des deux derniers termes donne :

L
dh(x) 8%u
h Gxat Bt} +“S/0 Tax axatdx

L L
h(x)%] +ES/ dh) ou e
0 0

dx ox
On pose | u(x,t) = &r ()X (x) |et| h(x) = X;(x) |ce quidonne :
Z ’ "

ps/ h(x)—dx uS

-ES

L Ld)(,(X) 62
pS /0 x,-<x> (Z ¢,xr)dx uS| X0 2% (W y a2 4| O
-ES X,(x)—] ES/ dx’f(x) 9 (Z ¢,x,) dx=0
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

% Démonstration 3.7

Donc, en utilisant les propriétés d’orthogonalité des modes (cf. diapositive 127), on obtient

¢ p o0 o u au)
a2 + Egi ot + Q7 ¢ = uS X,(x)m . +ES X,(x)& . =
ou 82u ou 82u
Xi(L)S|E = = - X EZ= =
i )S( ax |, M axat X:L) ’(O)S( x|, axat X:O)
Selon le modele de Kelvin on a également (cf. diapositive 131) = E% + 62—” donc
g -aap 7= Eax THoxat
o 128, o2y s|xon Pl ves|xoo 2]
ae TE% g PO =R | NN g, o, =
ou &u ou 8%u
X"(L)S(E ax |, T axot X_L) _X"(O)S(E x|y H Bxat X_O)
oS=f; o S=-fq (convention)

Et donc finalement

d?¢  p _,de;
F+EQ

T dt

+Q2 ¢y = foX;(0) +F.X; (L)

Vi>1
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Principe de décomposition modale
Cas d’une excitation par force imposée

Systéme : barre encastrée en x = 0 et excitée par force Fcos(wt) enx =L

ﬂ;rﬂg?%

2 T EY a@ + Q2 = Fcos(wh)Xi(L) Vix1

® [’équation précédente s’écrit :

® On suppose une réponse oscillant 4 la pulsation de forgage u(x, t) = U(x)e/“!. Dans ce cas en
posant ¢; = <I>,-e/‘“’ la décomposition modale s’écrit :

n
Ulx, ) = )" &(@)X;(x).

i=1

* Comme précédemment, les phénomeénes de dissipation sont pris en compte a partir d’'un facteur de
perte 7. Léquation précédente s’écrit :

~@?® + QF(1+jm)®; = FX; (L) Vi=1.

* |Les modes de barre encastrée-libre sont utilisée, on obtient donc :

(FIedXWw)  (F/@Psin[(2i - )x/2]
T - (w/Q)2 (1+jn) - (0/%)?
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

%, Démonstration 3.8

Passage en complexe (on étudie ¢; avec ¢; = Re[ ;] et on omet les ") :

d2 &; do; a2 &; do; .
T+ T 00 = Foos(otX(L) = | T+ £aP R+ 0F g = FXi(L)

On suppose ¢; = @;e/“! et donc :

—wZCD,- +jw§9,-(l>,- + Qichi = FX,(L)

Comme 1 = % on a bien :

Q0+ QP (1 +jm)®; = FXi(L)  Vi>1.
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Principe de décomposition modale
Cas d’une excitation par force imposée

Figure 3.6- Evolution fréquentielle du déplacement d’une barre encastrée en x = 0 et excitée par force
harmonique en x = L : réponse au point d’excitation obtenue par approche modale.
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Principe de décomposition modale
Cas d’une excitation par mouvement d’un support

Systéme : barre soumise en x = 0 & un déplacement imposé u9"

* Dans le référentiel du support en mouvement, '’équation du mouvement s’écrit :

Pur &Bur 8u ad?uer
i HS oo TES— o =-rS— 5
ot x2ot ox dt
* En supposant un mouvement oscillant & la pulsation de forgage u* (x, t) = U* (x)&/“’! et en s'appuyant

sur une décomposition modal U* = Y, @, X, puis en observant encore les propriétés d’orthogonalité,
I'équation précédente devient :

pS avec U =u-u?

L
—w2<1>,-+g,?(1+j77)<1>,-=w2psug'/ Xidx  Vix1.
0

ol on a pris en compte les phénomeénes de dissipation a I'aide du facteur de perte 7.
® Les @; sont alors données par

 (w/Q)%pSUY [ sin(Bix) dx
- (A +j17) - (w/Q)?

ou les modes de barre encastrée-libre sont encore utilisés.

i Vi>1,
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

% Démonstration 3.9

Siu*=u-uY, alors:

82u 82u Pu* acu* d2u* d2udr
su_ 59 TU_o o |psZYL _us - -
oo T H 6x26t ox2 P25 T H oxeat e P

On suppose u*(x, t) = U*(x)e/«! et donc :

—w?pSU* - E(1+/w )SdU = w?pSUY

pSU*

5 = —pSUY

On pose ensuite U* = 3 @ Xy et donc :

E ) d2X
ps;qu +—(a +m>s;¢kd7; = —pSUY"

/L XS S o+ £ +jq)32q>kﬁ = —pSU¥ o
Jo ’ k w? k dx?

oL
/0 X; (pqu>kxk - %(1 +j17)SZ<Dkﬁka = —pSUg')dX
- k k
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

% Démonstration 3.9

Du fait de I'orthogonalité des modes on obtient :

o - —(1 +m)<1>, / X,pSUY dx

SZ?
@ - £2(1 +ff7)¢ifl = —pSUgr/ Xiax
w 0

L
-w?0; + Q2 (1 +jn)q>,:w2psu9'/ X; dx
0

Finalement on a bien :

(w/Q1)2pSUY [ Xidx  (w/Q1)2pSUY [ sin(Bix) dx
(1 +jn) - (w/Q)2 (1+jm) = (w/Q))?

D;
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Digression sur d’autres problémes de vibrations

Pa p 6Pa
w2 Gor
la rotation d’une section de I'arbre positionnée a I'abscisse X, G représente le module de cisaillement
[Pa], et ou I'on a pris en compte que le couple de torsion s’exprime GJa’ (J représente le moment
d'inertie polaire [m*]).

* Arbre cylindrique (cf. Fig. 3.7(a)) : =0 x €]0,L[, |oU @ = a(t, x) représente

® Corde tendue (cf. Fig. 3.7(b)) ;| — - =—5 =0 x €]0,L[, |ouw =w(t,x) représente le

déplacement transversal d’un point de la corde positionné a I'abscisse x; m et T représentent
respectivement la masse par unité de longueur [kg.m~'] et la tension de la corde [N].

p 1%
X2 c? ot
pression acoustique en un point du tube d’abscisse x; ¢ = /yPaim/pg est la vitesse du son dans le
milieu considéré. Avec dans I'air y = 1, 4 (rapport des chaleurs spécifiques), Patm ~ 1 bar (pression
atmosphérique) et pg = 1, 2 g/cm® (masse volumique de I'air).

® Onde acoustique (plane) : =0 x €]0,L[, |olp=p(t x) représente le
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations longitudinales des barres

Principe de décomposition modale

4|4

(a) (b)

Figure 3.7- Problémes de vibrations analogues a celui d’'une barre : (a) torsion d’un arbre cylindrique ; (b)
corde tendue.
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

Plan du cours

Chapitre 3 — Systémes élastiques continus

3.3 Vibrations transversales des poutres

iste.bergeot@i cvl. fr Vibrations des structures 156/186



Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

Vibrations libres et modes de vibrations

= Probléme étudié : vibrations libres d’'une poutre en flexion droite, homogéne et non amortie.
W

| o)

p1i4E444

® Caractéristiques matérielles et géométriques :
densité p [kg.m~2], module d’Young E [Pa], section S [m?],
moment quadratique de section / [m*], longueur L [m].

* w=w(t, x) :déplacement transversal de la fibre neutre.

Equations du mouvement

A la position x, I'’équation du mouvement du systeme s’exprime alors par :

64w pSB w

EI T =f(x,t) x €]0,L[
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

% Démonstration 3.10

Sfix 1)
®Lﬁ mww

* Moment fléchissant M : moment dont le vecteur est perpendiculaire a la courbe moyenne et
provoquant de la flexion.

® Effort tranchant V : force perpendiculaire a la courbe moyenne et provoquant un cisaillement
En négligeant les effets inertiels de rotation les équations de la dynamique s’écrivent :

2
PFD (suivant e;) : -V(x+dx)+f(x,t)dx+V(x) = deX% (x,t)

TMC en P (suivantey) : —M(x +dx) + V(x +dx)dx — f(x, t)dx%x +M(x)=0
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

% Démonstration 3.9

En notant| V(x +dx) = V(x) + ‘;—de et| M(x +dx) =M(x) + Zi;’dx , les équations précédentes

deviennent :
. Vv Pw
PFD (suivant e;) : _B_X(X’ t)+f(x,t) :ps?(x, t)
. oM
TMC en P (suivantey) : % x,t) - V(x,t)=0
. ) o oM ) . .
La 2e équation permet d’écrire | V = X (voir chap. 9 de [Gere et Goodno(2012)]) et la 1ére devient :
M Pw
——— X, ) +f(x,t) = pS—(x, t
Sz oD+ =pST (1)
La théorie élémentaire de la flexion des poutres (cf. cours R. Serra et [Gere et Goodno(2012)], chap. 9, éq.
i 82w Fw | .o o )
(9-7)) nous dit que | M = El— | (etdonc | V = El— |) Léquation précédente devient donc :
dx? adx3
o*w  pS Pw

=f(x,t) x €]0,L[

oxt T E o
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

Vibrations libres et modes de vibrations

Solutions stationnaires harmoniques de I’équation homogéne

® On considere les solutions particuliéres stationnaires harmoniques (de pulsation Q) du probleme
en posant

w(x, 1) = X (x) cos (Q1) |

® Avec| f(x,t) =0 |, 'équation a résoudre devient :

a'x
dx*

02ps 1/4
El

-B*X=0 x€]0,L[ ou ﬂ:(

B : nombre d’onde de flexion et A : longueur d’onde

® Solution :| X = Acos(Bx) + Bsin(Bx) + Cch(Bx) + Dsh(Bx) x € [0,L] |

A, B, C et D : constantes déterminées a partir des conditions aux limites.
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

% Démonstration 3.10

On cherche les solutions particuliéres stationnaires harmoniques (de pulsation Q) du probléme en posant

w(x,t) = X(x) cos (Qt) |qui est introduit dans I'équation du mouvement :

o*w . PS 2w
ox*  El o2 ~

4
ZT)“( cos (Qt) — pE—?ng cos (Qt) =0

L'équation a résoudre est donc bien :

a'x
dx4

szs)m

—_ 4 = U =
X=0 x €]0,L[ ou B ( Ei

Le polynédme caractéristique de I'équation précédente est :
fopt=0 =

X = Acos(Bx) + Bsin(Bx) + Cch(Bx) + Dsh(Bx) x € [0,L]

et donc:
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

Conditions aux limites

Les conditions aux limites sont définies en considérant les 4 grandeurs qui caractérisent le mouvement de
flexion (voir [Gere et Goodno(2012)], Chap. 9) :

® le déplacement d a la flexion :

® le déplacement angulaire (rotation) dd a la flexion : | 8(x,t) = %ﬁ:t)
2
® le moment de flexion : | M(x, t) = EIM
ox?
Bw(x,t)

¢ Jeffort tranchant:| V(x,t) = El

ox3

Définition

Une condition aux limites homogene consiste a annuler 'une de ses grandeurs
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

Conditions aux limites

Boundary condition

Atleftend (x = 0)

Atrightend (x =)

1. Free end (bending
moment = 0,
shear force = 0)

|

=
1
o

P w
EI—(0,)=0
FrCL)

Pw
EI—(1,1)=0
oz D

2 2
ai(ma—“;) =0 1(121”—’2’) =
x X’ 05 ox 0x; )
2. Fixed end 7 w(0,1)=0 wl,n=0
(deflection = 0, slope = 0)
ow ow
—0,n=0 “ —(nH=0
x=0 0x x=1 0x
3. Simply supported end w(©0,)=0 w(l, =0
(deflection = 0, T&T
> bending moment = 0) AN EI@(O H=0 N Eldz_w(l H=0
ax2 T x=1 a2 =
4. Sliding end (slope = 0, dw _ dw _
shear force = 0) E(O’ n=0 E?; ﬁ(l’ n=0
v
2, G 2
x=0 61<E1"—'f) =0 x=1 i(}-:[ﬂf) -0
x 0x’ I 0x 0x’ )
5. End spring (spring F) Pw F) Pw
tant = & — El—) = —<EI*) =
constant = k) k ox ( ox2 o X ox ox?
— kw(0,1) kw(l,1)
x=0 » x=1 P
P = Er%%un=0
EI g ©0,n=0 P ()
Tiré de [Rao(2019)]
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

Conditions aux limites

Boundary condition

Atleftend (x = 0)

Atrightend (x = 1)

6. End damper (damping
constant = ¢)

=

. End mass (mass = m
with negligible moment
of inertia)

o

. End mass with moment of
inertia (mass = m, moment
of inertia = J ;)

2.
F 2 (Ela_u;)
c ox 0x’ 0
\<1<< w
—c—(0,¢
Qot( )
Elaz—w(O n=0
ox2

m 2.
o— ax " ox?

0.1

x=0 Pw
-nZZ0,s
om0
P w
EI—©0,n=0
6x2( )
2
mdo Ela—u;((),t)=
m 4y D:
- 0,1
°axar2( )
x=0

2
% (7155)
ox ox? o

Pw
—-m—(0,1
matz( )

9 Pw
9 (g%
ox < ox? )

ow
Q;(U)

@0

Pw
EI—(1,)=0
dxz( )
2
x [22% )

mTrz(l ) €

w
ErZ%un=0
ax2( )

2.
= Eza—";a,x)=

JU@ 012([ ,1)

9 Pw
0x ( ax? )

—(,t
matz( )

0

Tiré de [Rao(2019)]
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

Poutre en appuis simples
Conditions aux limites

Les conditions aux limites s’écrivent :

2 2
Xho=0 e 2XI Zo | x,,-0 e X o
dx? dx2
x=0 x=L

Les solutions de I'équation (il y en a plusieurs!) s’écrivent :

Xi(x) = Bsin(Bjx) x € [0,L] ou Bi=— i>1

Les pulsations associées a ces solutions sont exprimées par

. 2
in El 3
Qi—(T) p_S i>0

Remarque

Poutre en appuis simples : seul cas ou il y a une solution analytique

baptiste.bergeot@i Vibrations des structures 165/186



Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

% Démonstration 3.11

Les dérivées successives de X (x) sont :
X = Acos(Bx) + Bsin(Bx) + Cch(Bx) + Dsh(Bx)

% = —BAsin(Bx) + BBcos(Bx) + BCsh(Bx) + BDch(Bx)
2
37)2( = —B%Acos(Bx) — B2Bsin(Bx) + B2Cch(Bx) + B2Dsh(Bx)

Les conditions aux limites d’'une poutre an appui simple s’écrivent donc :

Xlyeo=0 = A+C=0 (3.8)
Xly=t =0 = Acos(BL) + Bsin(BL) + Cch(BL) + Dsh(BL) =0 (3.9)
2
X0 o -B2A+pB2C=0 (3.10)
dx? o
2
% =0 = -—pPAcos(BL) - B?Bsin(BL) + B2Cch(BL) + BZDsh(BL) (3.11)
x=0
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

% Démonstration 3.11

(3.8)+(3.10) =

Les équations (3.9) et (3.11) deviennent donc :
Bsin(BL) + Dsh(BL) =0 (3.12)
—Bsin(BL) + Dsh(BL) =0 (3.13)

En effectuant les opérations suivantes on obtient :

(312)+(3.13) = 2Dsh(BL) =
: . . . i .
(3.12) — (3.13) = | 2Bsin(BL) | équation caractéristique = |p;= T (i=1)

Finalement la déformée modale s’écrit :

X, =Bsin(Bx) xe[0,L] o ﬁ,:'T” i>1
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

Poutre en appuis simples
Déformées modales

Br=2 il ™ XY
""L]o — L/2 - LX(x)
— ~ | N
o7 X(x)
Pa=27| g LX o0
N~
— —
i) KA
0 L/2 LX(x)
L N

Figure 3.8- Evolution spatiale des formes propres {X;};-1 2.3 pour une poutre en appuis simples.
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

Poutre encastrée-libre
Conditions aux limites

Les conditions aux limites s’écrivent :

2
Xho=0 o X| o , X
ax |,-o ax2

x=L

Les solutions de 'équation (il y en a plusieurs!) s’écrivent :

(cos(LBi) +ch(Lp;)) (sh(xBj —sin(xBi)))
sin(LB,-) +Sh(LB,')

Xi(x) = A (c05<Xﬁf) ~ch(xp) +
xe[0,L] (3.14)

Avec

Bol = 4.69409

> >

‘,81L = 1.8751

B3l =7.85476 |, | giL ~ (2i - 1)% pour j > 3

baptiste.bergeot@ - Vibrations des structures 169/186



Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

Poutre encastrée-libre
Déformées modales

2j|— Mode 1 —— Mode2 —— Mode 3 —— Mode 4 : ]

Figure 3.9- Evolution spatiale des formes propres {X; }i=1,2,3,4 pour une poutre encastrée-libre.
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres
% Démonstration 3.12

Les dérivées successives de X (x) sont :

X = Acos(Bx) + Bsin(Bx) + Cch(Bx) + Dsh(Bx)

Z—f = —BAsin(Bx) + BBcos(Bx) + BCsh(Bx) + BDch(Bx)

2
% = —B2Acos(Bx) — B2Bsin(Bx) + B2Cch(Bx) + B2Dsh(Bx)
aex

v AB3 sin(Bx) — BB® cos(Bx) + CB3sh(Bx) + DB3ch(Bx)

Les conditions aux limites en x = 0 donnent :

X (o =[A+C=0] A--c

=
x| _ Z { B=-D
donc
2
d ;(((ZX) = A(ch(BL) +cos(BL)) + B (sh(BL) +sin(BL)) = 0

x=L
ce qui donne

ch(BL) + cos(BL)

= _m =  On retrouve bien (3.14)
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

% Démonstration 3.12

La 2eme C.L. en x = L s’écrit
dPrW (x)

=A(sin(BL) —sh(BL)) — B(cos(BL) +ch(BL)) =0
dx3

x=L

2AB3 (cos(BL)ch(BL) +1) _

dou finalement sin(BL) +sh(BL) -’

Léquation caractéristique s’écrit : | cos(BL)ch(BL) +1 =0 |ou ‘ cos(BL) = —1/ch(BL) ‘

— cos(B L)
— —1/cosh(B L)

Graphiquement (numériquement) on a donc bien :

ByL = 1.8751 | | Bol = 4.69409 | | Bsl = 7.85476

Deplus| lim (1/ch(BL)) =0 |dou| lim cos(BL) =0 |donc|BiL ~ (2i — 1)f
BL—ooo BL—ooo 2
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

Modes de vibrations

Orthogonalité des modes de vibration

Deux modes donnés (Qr, X) et (Qs, Xs), pour lesquels Q; # Qs, vérifient les propriétés d’orthogonalité
suivantes :

L a2X, d2X;
o dx2 dx?

dx =0 lorsque r#s

L
/ X Xsdx =0 5
0

Définition

On appelle masses modales et raideurs modales les quantités scalaires m; et k; définies par :

L L a2 X; 2
m,-:pS/ X2dx k,-=EI/ (—') dx  Vix1
0 o \dx2

Par ailleurs, les pulsations propres sont définies par | Q; = FI
i
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

% Démonstration 3.13 - Orthogonalité des modes de vibration

L'équation des formes propres est écrite pour deux modes différents X, et Xs

a4X
g " BiXe=0 (3.15)
4
CL)ZS —ﬁ;‘XS:O avec r#s (3.16)
X
L
On effectue / Xs(3.15)dx :
0 d*X;
/0 Xo——— o +ﬁ,X5X, dx =0
L
a3 X; L axs d®x; L,
[xs el Nl Al e dx—/o B XsXrdx =0

B 5 [dXs d2X |5 [ d?Xs X, L,

[Xs o3 “ax a2 O dx? x—/o Br XsXrdx =0 (3.17)
=0 (C.l. homogeénes)
L
puis/ Xr(3.16)dx
0
L L

%X dX; d?Xs L d2Xs d2X, Lo

X | "o o | o o ax — /0 BEXsXrdx =0 (3.18)

=0 (C.l. homogeénes)
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

% Démonstration 3.13 - Orthogonalité des modes de vibration

En faisant (3.17)-(3.18), on obtient :

(ﬁg - ﬁ;‘) /0 ; X:Xs0x = 0

Par conséquent comme r # s alors :

L
/ X Xsdx =0 (3.19)
0

En introduisant (3.19) dans (3.17) (ou (3.18)), on a également :

L a2X, dXx?
o dx2 dx?

dxdx =0
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

Réponse forcée harmonique - Approche « directe »

On considere le probléme de réponse forcée harmonigue d’'une poutre amortie, les phénoménes
d’amortissement étant pris en compte a partir d’'un facteur de perte 7; (ce type d’'amortissement a été
précédemment évoqué pour le cas de la barre en traction-compression).

Les excitations envisagées peuvent étre de natures assez diverses : forces transversales, moments,
déplacements transversaux ou rotations.

7 Wer cos(wt)
| |

e Bt

(a) (b)

Figure 3.10- Vibrations forcée harmonique d’une poutre excitée a I'une de ses extrémités : (a) force
imposée; (b) déplacement imposé.
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

Réponse forcée harmonique - Approche « directe »

® Laréponse stationnaire s’'obtient par considération d’une solution particuliere w(x, t) = W(x)el«t de

o*w  pS HPw
W+E¥_O x €]0,L[
® Lamplitude complexe W est donc décrite par I'équation suivante :
a‘w A ., [w?peS ki
W_y W=0 x €]0,L[ ou 7_(E*I)

* L’amplitude complexe W s’exprime alors par

1/4

W = AeV'* + BeY'* + Ce " * +De?™*  xe[0,L] ou y*=(“’Ef,S)

ou y* est le nombre d’onde de flexion complexe.
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

% Démonstration 3.14

La forme de solution recherchée w(x, t) = W (x)el“! est introduite dans I’équation du mouvement :
64W pS &Pw -0 - d4We/'wt 2p3 Welot —
EI E3 dx*

On a donc bien :

a*w

2
ok ‘W=0 xel0,L[ ol y:(“’—ps)

El

Si on souhaite prendre en compte de la dissipation on introduit encore

w2p3)1/4

E'=E(1+jn) = |»'= (W

Le polyndme caractéristique de I'équation précédente est :

rf—y* =0 = |r==xy", iy

et donc

1/4

E*l

Pk Pk £ * 2
W =Ae "' 1 BV’ 4 Ce " * +De”’*  xe[0,L] ou y*:(‘””s)
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Réponse forcée harmonique - Approche « directe »

La solution stationnaire s’exprime a partir de 4 constantes A, B, C et D, obtenues par application des
conditions aux limites qui contiennent le forgage :

* Poutre encastrée en x = 0 et excitée par force transversale en x = L :
Les conditions aux limites s’écrivent :

2 3
Who-0 o W o g1 PW] oo g ¥ g
X lx=0 e x=L e x=L
On a donc
1 1 1 1 A 0
- r . - Y, B |_ 0
_,y*2e—/y L —7*26/7 L ,yxZe—y L ,y*Zey L C = 0
j")’*ae_h/*L _j,y*3eiy*L _,y*3e—y*L y*3ey*L D -F/(E*I)
S—— S—————
G A F

Les constantes A, B, C et D s’obtiennent alors par inversion numérique de la matrice G :
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

Réponse forcée harmonique - Approche « directe »

40

20

—60F

_8of

Amplitude du déplacement (dB)

L
=]

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Fréauence (Hz)

Figure 3.11- Evolution fréquentielle (en échelle logarithmique) du déplacement transversal (amplitude) d’une
poutre encastrée en x = 0 et excitée par force harmonique en x = L : réponse au point d’excitation.

Remarque

Il'y a résonance quand la pulsation de forcage est proche d’une des pulsations propres du systéme
libre (quand il n’a pas de d’amortissement, pulsation propres et de forgage coincident).
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

Réponse forcée harmonique - Approche « directe »

0.02 5210
0.01
0
0
-5
-0.01
f=100Hz f =500 Hz
005 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1% 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x10° X/t x10™* x/t
5 4
2
0
0
-5
-2
10 f =1000 Hz 4 f =1500 Hz
) 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/L x/L

Figure 3.12- Evolution spatiale du déplacement (Re [W]) d’une poutre encastrée en x = 0 et excitée par
forceen x = L.
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

Principe de décomposition modale

Proposition

Les formes propres {X;};o constituent une base de représentation pour décrire le comportement
dynamique du systéme (possiblement forcé). Dans le cas ou il n’existe pas de mode de corps rigide, la
décomposition modale se traduit par

W) = Y gi(DXi(x),

i=1

@i = ¢i(t) : amplitudes modales.

Principe de troncature modale

En pratique, comme dans le cas de la barre en traction, seuls n modes {X;};-1,__, sont retenus pour décrire
la décomposition modale. C’est le principe de troncature modale. La décomposition s’écrit alors :

n
WX, t) = ) $i(DXi(x)

i=1
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

Principe de décomposition modale
Cas des vibrations libres non amorties

® En appliquant le principe de décomposition modale et les propriétés d’orthogonalité des modes,
on montre que

d*¢;

S +Q%¢i=0  Vi>1

& de . Lo
Pilt=0 = Pjo =PS/ Xiupdx —’ = dio =PS/ Xito dx
0 at | 0

® La solution de chacune des équations précédentes est connue (cf. Chap. 2) :

b = pjgcos(Q;t) + ¢'° sm(Q,t)
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

% Démonstration 3.15

On suppose un décomposition modale de type w (x, t) = ¥°; #;(£)X;(x) qui est introduite dans 'équation
du mouvement sans amortissement :

o*w 8w
EIS S +pST g =0

L
a*x; d
/ox,(E/,Z L2 sz ¢’X,)dx 0
"X (B ot x4 p8 S Pl x| = 0
b Z¢/Bf it o Z o2 X =
i=1 i=1

El &, /L S d2 gy /L

— iBrpS [ XeXidx —pS | X Xidx=0

pS;¢Iﬁ' P b rA "‘i:1 12 P b rXj
NI

_
=0sir#i =0sir#i
=mjsir=i =mjsir=i

En utilisant les propriétés d’orthogonalité des modes, les définition des masses et raideurs modes et en
supposant que les modes sont normalisés par rapport a la masse, on obtient :

d? ¢

E,B,- ¢i+F=0
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Chapitre 3 — Systemes élastiques continus Vibrations transversales des poutres

% Démonstration 3.16

> 1/4
Comme| B = (Q’:fl)s) , on obtient finalement :
e .
dtzl +Qf =0  Vix1

Il faut aussi projeter les conditions initiales w(x, 0) = wgy dans la base des modes propres :

wo = i BioX;

i=1

L L sl
pS/ X wodx = pS/ X Z PioXiax
0 =

L 0 L
pS / Xwodx =" ¢jopS / X Xidx
0 pu 0

En utilisant les propriétés d’orthogonalité¢ des modes et en supposant que les modes sont normalisés par
rapport a la masse, on obtient :

L L
dio = pS / Xiwodx | et | g =pS / Xiwg dx
) 0
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