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Figure 1.1- Exemples de problématiques industrielles : (a) vibrations d’une automobile générant du bruit; (b)
instabilité aéroélastique du pont de Tacoma (avant destruction!).
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Introduction

Introduction

a  Torsion

Pendule
Oscillateur

> U

0o 05 Mode de vibration
(plaque)

Figure 1.1- Exemples de systémes a 1 DDL et oscillateur linéaire (m, k) équivalent.
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Vibrations libres
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Vibrations libres

Cas des systémes non amortis

(a) d] ®

Z

Figure 1.2- Systeme masse-ressort : (a) gravité non prise en compte; (b) gravité prise en compte.

Equations du mouvement d’un oscillateur harmonique

= u:déplacement de la masse par rapport a sa position d’équilibre statique xgg
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Vibrations libres

% Démonstration 1.1

Force de rappel d'un ressort : norme proportionnelle a son allongement | |F| = k(£ — £g)
k : raideur du ressort (N/m ou kg/sz)

£o : longueur du ressort a vide

¢ : longueur du ressort hors équilibre

Leq : longueur du ressort a I'équilibre
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% Démonstration 1.1

Force de rappel d'un ressort : norme proportionnelle a son allongement | |F| = k(£ — £g)

k : raideur du ressort (N/m ou kg/sz)
£o : longueur du ressort a vide

¢ : longueur du ressort hors équilibre
Leq : longueur du ressort a I'équilibre

= Configuration horizontale

Principe Fondamental de la dynamique (PFD) projeté sur I'axe (Ox) orienté vers la droite :
® Aréquilibre :

0=—K(€ - bo) = —k(x5y —x0) =

® Hors équilibre :

ma=-k(l-t) & |mk=-k(x-x3)

En posant u = x — x5, on obtient finalement :

baptiste.bergeot@insa-cvl.fr Vibrations des structures 9/106



Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Vibrations libres

% Démonstration 1.1

= Configuration verticale

Principe Fondamental de la dynamique (PFD) projeté sur I'axe (Ox) orienté vers le haut :

® Aréquilibre :
0= —Kk(£8h - &) —mg = —k(x5§, —x0) —mg =

® Hors équilibre :

st
Xeq

m

En posant u = x — x$t

ag> ON obtient également :
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Vibrations libres

% Démonstration 1.2

= Configuration verticale

Principe Fondamental de la dynamique (PFD) projeté sur I'axe (Ox) orienté vers le haut :
® Aréquilibre :

m
0=-K(£h - b)) —mg = k(xS —x0) -mg = | x5 =xXo— Tg

® Hors équilibre :

En posantu = x — ng,

on obtient également :

[ k
= Oscillateur harmonique de pulsation| wg = 4/ —
m
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Cas des systémes non amortis

Solutions dans le cas non amorti

Uy [ k 2
u(t) = upcos(wot) + —Osin(wot) avec wo =y | fo = o] , | To = =
wo

3

x10

Déplacement (m

L L L L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 0.45 0.5

Temps (s)
Figure 1.3- Vibrations libres d’un oscillateur (m, k) soumis aux conditions initiales u(t = 0) = ug et u(t = 0) = dg.
dd essai
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Vibrations libres

% Démonstration 1.3

mi+ku=0 o

donc :
u = Acos(wot) + Bsin(wopt)
U= —woAsin(wpt) + woB cos(wpt)

+ Conditions initiales : u(t = 0) = up, U(t =0) =y = et| B= —

d’ou finalement :

U
u(t) = ugcos(wopt) + —Osin(o.)ot)
wo

Pour calculer 'amplitude |u| = D de la solution on pose :
u(t) = Dcos(wot + ¢) = D (cos(wpt) cos(¢) — sin(wot) sin(¢))
Par identification on a A = D cos(¢) et B = —Dsin(¢) et donc

2
B
D=|ul=VA2 +B2= u§+(u—°) et aussi tang = -7

wo
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Vibrations libres

Cas des systémes amortis

Figure 1.4- Systéme masse-ressort avec amortisseur visqueux.

Amortisseur visqueux

Pour ce type d’'amortissement, la force F, induite sur la masse est telle qu’elle s’'oppose a sa vitesse, c’est-a-dire :

c : coefficient d’amortissement (N.s/m ou kg/s)

Equations du mouvement

mi +cu+ku =0
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Vibrations libres

% Démonstration 1.4

Principe Fondamental de la dynamique (PFD) projeté sur I'axe vertical orienté vers le haut :

mi = —ct — ku o mil +cu+ku =0
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Vibrations libres

Cas des systémes amortis

Solutions générales du systéme amorti

|U+2{wou+w§u:0| avec

wo =

JE

et

£ : taux d’amortissement

Plusieurs formes selon que‘ ¢ <A1

{:1‘0u‘§>1‘:

® Mouvement sous-amorti: ¢ < 1 :>‘ u =e ¢! [Acos(wgt) + Bsin(wgt)] |,

oll wg = woy1 — &2 représente la pulsation propre apparente du systeme.
Dans ce cas, le mouvement est pseudo-périodique et 'amplitude des oscillations suit une décroissance

exponentielle.

® Mouvement critique : £ =1 = | u=e “0'[A+Bt] |

Dans ce cas, le mouvement est apériodique : il n’y a pas de vibrations.

Ny Ny
® Mouvement sur-amorti: £ > 1= | u=e 0! [Ae’( §E-Nwot 4 ge(V&=-1)wot

Dans ce cas, le mouvement est apériodique : il n’y a pas de vibrations.
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Cas des systémes amortis

Solutions dans le cas sous-amorti

_ wolp + U
u=e ¢! [uocos(wdt) + £ wollo +lo
)

g sin(wdt)] avec Wy = Wy

Déplacement (m
|
&

-4

I I I I I I
0 0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 07 08 0.9 1

-6

Temps (s)

Figure 1.5- Vibrations libres d’un oscillateur (m, k, ¢) faiblement amorti ({ = 0.05), soumis a des conditions
initiales arbitraires u(t = 0) = ug et u(t = 0) = Up.
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Vibrations libres

% Démonstration 1.5

c

2Vkm

mii +cl+ku=0 o ‘u+2§w0u+w§u:0‘ avec wq = Eetg’:

Le polynome caractéristique P est r2 + 27 wor + w2 = 0 et son discriminant
A=4202 - 408 = 4wE(—1+ £?) donc les racines de P sont :

n=-fwy—jwoy1-¢%  n=-lwy+jwo1-¢2

[— NE—
@g wg
En appliquant les regles usuelles de résolutions des équations différentielles du 2nd ordre on abiensi £ < 1:
u = e ¢<0! [Acos(wgt) + Bsin(wgt)]
i = —& woe 40! [Acos(wqt) + Bsin(wgt) | + €4 “0! [ - wyAsin(wgt) + wgBcos(wqt) ]

+ Conditions initiales :

w1200 =0 = [A=0]

[I(t=0)=00200=—§w0A+de$ B

{ wolg + U
= o
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Vibrations libres

Ressorts et amortisseurs en paralléle et en série

En paralléle En série

k1 k2 ki1

ko

11 o = ik
keq ki ko ®9 7 Ky + ko

Travail personnel : démontrer les résultats précédents.
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Vibrations libres

Cas des systémes amortis

Méthode du décrément logarithmique

Obijectif : mesurer le taux d’'amortissement £ par la mesure de 'amplitude a t et t + nTy4

u
lul = e ¢wolCste = lllﬂ —e¢@y = — 1 lule

lult wonTg | |Ult+nry

|U\x+Td

Déplacement (m)

L L L L L |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 04 0.45 05

Temps (s)
Figure 1.6- Variation d’amplitude de vibrations entre deux instants t et t + Ty, séparés d’une période T4.
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse forcée harmonique
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Reéponse forcée harmonique

Introduction

Fcos(wt)

(b)

Figure 1.7- Systéme masse-ressort-amortisseur sous-excitation harmonique forcée : (a) excitation par force
imposée a la masse; (b) excitation par mouvement du support.

Equations du mouvement

Force imposée Mouvement du support imposé

mil + ¢l + ku = mil + ¢t + ku = ct% + ku®"

f et u9" sont harmoniques de pulsation w, c-a-d de la forme A cos(wt)
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Reéponse forcée harmonique

Excitation par force imposée

lmi]+c[1+ku=Fcoswt

Solution de I'équation Solution particuliere de
Solution Générale = homogene (sans second + I'équation avec second
membre) membre
u = uh + uP
Régime transitoire Régime stationnaire

® Régime transitoire : connu, | u" = e7¢<0! [Acos(wqt) + Bsin(wqt) ]

® Régime stationnaire : on cherche une solution harmonique de pulsation w (la pulsation d’excitation) de

la forme | uP = UP cos(wt — ¢) ‘

® Deux cas possibles pour la résolution :

® Sans amortissement (¢ = 0) : fonctions trigonométriques ; | u? = UP cos(wt)

® Avec amortissement : fonction exponentielles complexes

0P = P (@t=9) = ppget ‘ avec |UP =Re|tP]| | U° = UPe ¥ |: amplitude complexe
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Reéponse forcée harmonique

Excitation par force imposée

® Equation du mouvement complexe : ‘ mi + cli + ki = Fé/! ‘avec u=Rel[d]

® Solution particuliere de la forme avec OF :

o F/k

"1 (w/wo)? +2j¢ w] wo

= U™A, = U¥Be ¥

1

Ust = _
V(A = (w/w0)?)2 + 453 (w/ w))?

Sl

. B et @ =arg{1- (w/wo)®+2{ w/wo}

® Solution particuliere P :

P) = U = 1) = BU cos (wt — o) |

® Solution générale u(t) :

u(t) = e 5«0t [Acos(wgt) + Bsin(wqgt) | + BUS cos (wt — @) ‘

Les constantes A et B sont déterminées a partir des conditions initiales.

baptiste.bergeot@insa-cvl.fr Vibrations des structures 23/106



Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Reéponse forcée harmonique

% Démonstration 1.6 et 1.7

On a I'équation du mouvement complexe suivante :
I3 A ~ i I3 A ~ F
mi+cl+ki = FE“' o +2fwol+ wil= Ee"‘"
On cherche une solution particuliere oscillant & la pulsation de forgage &P = (Pel®t. Gette demiére est introduite
dans I'équations du mouvement :
a A a F .
—WPOPIU + jw2l wo P! + ngpe"“t = Ee"“'
Apres simplification par division par ¢/«! et division par a)g et en notant que F/(mwg) = F/k on a arrive bien a :
(P — F/k — USIAw — Uslﬁeszp
1= (w/w)? +2j¢ w]wo

La solution particuliere est 4P (t) = BUS'e/(@!=¢) et donc LP (t) = Re [GP(t)] = BUS cos (wt — ).

La solution générale est donc :
u(t) = e=¢«0! [Acos(wgt) + Bsin(wgt)] + BUS cos (wt — @)

+ Conditions initiales : u(t = 0) = ug et U(t = 0) = U quimeéne a:

_ SUowo + g = BU* (L wy cos(g) + wsin(y))
wWq

A=ug—BUScos(p) , B
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Reéponse forcée harmonique

Excitation par force imposée

1 P
= s =arg 1 - 2
P T ol ity | ¢l (wlenS B el )

(b)

flfy flfo

Figure 1.8- (a) Variation fréquentielle de S (b) Variation fréquentielle de ¢.

1

2041 - 22
o Fréquence de résonance : | fi° = foy/1 — 242 #fg = foy1 = £2
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Reéponse forcée harmonique

% Démonstration 1.8

® On rappelle 'expression de S :

]
ﬁ =
VO = (w/wp)?)2 + 442 (w/wp)?

® Le maximum de 3 s'obtient lorsque le terme (1 — (w/wg)?)2 + 442 (w/ wg)? atteint un minimum.

® En effectuant le changement de variable Q = (w/wg)?, cela revient a résoudre

i —0)? 2001 = re
BQ[(1 Q)c+4.°Q)1=0 = |Q

® On obtient alors

1 1 1

RN Dy N o e P
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Reéponse forcée harmonique

Excitation par force imposée

u(t) = e 40! [Acos(wgt) + Bsin(wgt)] +,B§ cos (wt — ) ‘

(=005; ww =1

B N TTIT 111 y‘
— ¢ =0.05 |- }
—i HGOARRATTIAAG
—¢=02 = “H (AR ,H A
— (=05 N ‘l‘ ‘WH ‘H'H"\‘l“l
sl
Ty L L
0 50 100 150 200 250 300
t
0 Il Il Il T =
0 0.5 1 1.5 2 25 3 =

w/wo

Fréquence de résonance :| fi° = fo\/1 — 24?2

Vibrations des structures 27/106



Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Reéponse forcée harmonique

Excitation par force imposée

Méthode de la largeur de bande a —3dB

 On reléve les valeurs de fréquences a 8 = max{B}/V2 (20log;o{1/V2} ~ —3dB) :
il y en a deux. Lécart entre ces deux fréquences, noté Af.

max{B}
5

o
max(B}/V2

Afffy
h——

.
0.2 0.4 06 08 1 1.2 14 16 18 2
f/fo

Figure 1.9- lllustration de la largeur de bande & max{8}/V2.

® Ondéduit: | ¢

_1Af
216
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Reéponse forcée harmonique

2. Démonstration 1.9 - Méthode de la largeur de bande 3 —3dB

En posant Q = (w/wp)?, 0ona

1
Comme
max{B} _ 1

V2 2vari- 22

résoudre B = max(ﬁ)/\/i revient a chercher les deux valeurs de Q telles que :

(1-Q)?+4s20=872(1-¢%)
qui s’écrit encore :

QP+ (42%2-2)Q+1-822(1-7%) =0

dont les racines sont :

Q= (1-20%) £241- 22
En supposant ¢ < 1, on obtient finalement :

A 1 Af
Qpx1+20 = Qpx1zl = U‘”zZ{(Aw:wg—wO = |¢=57
0 0
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Reéponse forcée harmonique

Excitation par déplacement imposé

Fcos(wt)

(b)

Figure 1.10- Systéme masse-ressort-amortisseur sous-excitation harmonique forcée : (a) excitation par force
imposée a la masse; (b) excitation par mouvement du support.

Equations du mouvement

Force imposée Mouvement du support imposé

mi +cu + ku = f mil + ¢t + ku = ct¥ + ku®"

f et u9" sont harmoniques de pulsation w, c-a-d de la forme A cos(wt)
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Excitation par déplacement imposé

Equation du mouvement dans le référentiel du support en mouvement

Léquation du mouvement, dans le référentiel fixe, est :

mii + ¢t + ku = ct®" + ku®"

On se place dans le référentiel du support en mouvement en posant

(déplacement relatif)

et on obtient :

’ mi* +cd* + ku* = —mi® ‘

qui devient

’ mir* + ci® + ku* = mw?UY cos(wt) ‘

si u9" = U9 cos(wt)
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% Démonstration 1.10

Lallongement du ressort est et la vitesse relative de la masse par rapport au bati (qui est en mouvement)

Lapplication du PFD a la masse donne donc :

mi=-k(u-u¥)-c(u-0v) = ‘mi]+c[1+ku:cugr+ku9'

En utilisant le déplacement relatif u* = u — u9" on obtient finalement :
mi* +cu* + ku* = —mii®"

qui devient

mi* + ci* + ku* = mw?UY cos(wt)

si u9" = U9 cos(wt).
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Reéponse forcée harmonique

Excitation par déplacement imposé

® Equation du mouvement complexe : ‘ mi* + cli* + kii* = mw?U9 &t ‘avec u* = Re[0*]

® Solution particuliere de la forme avec P e/t

* (w/wo)zugr — grAz) :Ugfﬁ*e—}"ﬁ*

OF" =
1 - (w/w)? + 2L w/wy
. (w/wp)? .
= t ot =
P T alaop s iczaran © ° ¢
® Solution particuliere o®

0P (1) = pruTd@t=2) = |y (1) = BUY cos (wt — @)

® Solution générale u(t) :

u(t) = u*(t) +u9 (t)
= e 50! [Acos(wgt) + Bsin(wgt) ] + U9 [B* cos (wt — @) + cos(wt)]

Les constantes A et B sont déterminée a partir des conditions initiales.

33/106
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Reéponse forcée harmonique

% Démonstration 1.11

On a I'équation du mouvement complexe suivante :
mi" +cl” +k0" = MmUY o I +2f woll” + Wil = PUT !
On cherche une solution particuliere oscillant a la pulsation de forgage 0P" = (P" /!, Cette derniére est introduite
dans I'équations du mouvement :
—wR0P gt +ja)2{w00p*ei“’[ + wg[lp*eiwt = 2Tt
Apres simplification par division par /! et division par wg on a arrive bien a :
. _ (w]wy)?UY

OF =
1 - (w/wy)? + 2L w]wy

= UYA:, = USBre ¢’

La solution particuligre est 0% (t) = B*U% &/(«“1=#) et donc u™ (t) = B*UY cos (wt — ¢).
La solution générale u(t) est donc :
u(t) = u*(t) +u? (t)
= e 5%0! [Acos(wqt) + Bsin(wgt) ] + U9 [B* cos (wt — @) + cos(wt)]

+ Conditions initiales : u(t = 0) = ug et U(t = 0) = U quimeéne a:

_ Lwo(uo = UY) + g — BU (L wo cos(p) + wsin(p))
wy

A=ug-BUY (1+cos(p)) , B
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Reéponse forcée harmonique

Excitation par déplacement imposé

. (w/wp)?
V(T = (w]w0)?)2 + 422 (w] o )2

™ =0
o £=005
8
7|
6|
. =01
Q £ =015
4
I ¢=02 =025
2
1
=05
05 1 15 2 25 3 35 4
flfo

Figure 1.11- Variation fréquentielle du coefficient d’amplification dynamique : cas d’une excitation par déplacement
imposé.

o Amplitude maximale : | max{8*} = B* |,=,69 =

(1-252)\1/(1-2¢%)2 -1

o Fréquence de résonance : | f° = fo/{[1 — 242 #fy=fo\[1 - &2
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Force imposée Mouvement support imposé
1 . (w/wo)?
B= 2)2 2 2 B =
V(1 = (w/@0)?)2 + 42 (w/wx) V(1 = (0/w0)?)? + 472 (w/wo)?
100 =0
o =005
o
o
BN e £ =015
3 ¢=02 =025
)
i r | _ ¢=08 | , , ,
3 35 4 05 1 15 2 25 3 35 4
f/fo t/fo
'l‘/l‘0—>0;ﬁ—>1;|U|—>Uﬁ_t ® flf—>0; B —0; |U|—>0;u=u%
® flfy >00; B—0; |U -0 ® flfg > o0, B —1; |U| - UY
® Fréquence de résonance : ® Fréquence de résonance :

e =foy1 - 242 fie =fo/y1 - 242
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Reéponse forcée harmonique

Excitation par déplacement imposé

Exercice 1.1.

Soit le systeme décrit par la figure ci-dessous.

© Exprimer I'équation du mouvement du systéme masse-ressorts illustré ci-dessous, excité par déplacement
imposé.

@ Donner la solution générale et donner la valeur du déplacement u en fonction des conditions initiales
u(t=0)=ugetu(t=0)=0.

U# cos(wt) U# cos(wt)

—> —
> u ’

2
m
k
—
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Reéponse forcée harmonique

Excitation par accélération imposé 9" = I'%cos(wt)

® Equation du mouvement complexe : ‘ mir* + cl* + kii* = —mr9'e/«! ‘avec u* =Re [0*]

¢ Amplitude complexe UP" :

19 w2
UP" = A = __FgrA* - __rgrﬁ*e—iw*
1—(w/w)?+2lw/wy  w? ¢ f

B=p et ¢"=¢

® Solution particuliere o®

-9 . 9
0P (t) = —p 9 = |uP(t) = —Beos(wt - ¢)
Wy Wy

® Solution générale u(t) :

u(t) = u*(t) +u9 (t) = u*(t) + F—gzr(1 — cos(wt))
w

= e 4«0! [Acos(wqt) + Bsin(wgt) ] — F_er [Bcos (wt — ¢) + cos(wt)]
“o

Les constantes A et B sont déterminées a partir des conditions initiales.
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Reéponse forcée harmonique

Digression sur la notion d’excitations périodiques

Principe de superposition

© Soit un oscillateur harmonique excité par f = fy +fo + - - - + fy

U+2{wou+w§u:f1 +h+ -+ 1y

® On considére les N sous-systéme suivants :

i+ 2{0}01}1 ar w§u1 =f

o + 2{0}0[12 ar LL)SLIZ =f

Uy + 2{&)0[’1[\/ ar wSuN =fy

® Le principe de superposition stipule que :

Pt =5 (1) + U5 (1) + - - + U (1)
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Reéponse forcée harmonique

Digression sur la notion d’excitations périodiques

Equations du mouvement

avec f(t) un fonction périodique.

Stratégie de résolution :

® On fait la série de Fourierde f(t) = |[f(t) =Fp+ Z[F,cos(rwt) + F/sin(rwt)]

mii + cd + ku = f(t)

rz1

107 2 7 2 7
Fo = —/ f(t)dt, F,= —/ f(t)cos(rwt)dt, F} = —/ f(t)sin(rwt)dt
T Jo T Jo T Jo

® On considere plusieurs « sous-problémes harmoniques »

® La solution stationnaire du mouvement (sous sa forme complexe), notée P, s'obtient sur la base du

principe de superposition :

baptiste.bergeot@insa-cvl. fr

P =up+ Z Re [Ure"®!] + Im [U}e7*!]

rz1
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Reéponse forcée harmonique

Digression sur la notion d’excitations périodiques

Stratégie de résolution (suite) :

® up représente une solution particuliére de I'équation suivante :

mil +cl + ku = Fgp.

® Lestermes U,e’f @t gt U;e’f @t représentent des solutions particulieres pour les sous-problémes harmoniques
suivants :

mii + cl + ki = F et Vr>1,

mi’ +cly +ki' = Fle7°t  vr>1.

® L'obtention de ces solutions particulieres ne pose pas de problemes, c'est-a-dire :

up = Fo/k,

N Fr/k N

O, = o/ - o U =ALU  Vrz1,
1— (rw/wg)? +2jrw/wy

~ F’/k A

U = i/ - o U =AU  vr>1,
1 - (rw/wg)?+2jrw/wg
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Digression sur la notion d’excitations périodiques

Excitation :f(t) ou u9"(t)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
Temps (s)

Figure 1.12- lllustration d’une excitation périodique non harmonique.

Exercice 1.2.

Donner la représentation en série de Fourier du signal périodique illustré sur la Figure 2.11.
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Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté Réponse transitoire

Plan du cours

Introduction générale

Chapitre 1 — Systémes a un degré de liberté

1.4 Réponse transitoire
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Réponse transitoire

Excitation par force imposée

Equations du mouvement

2 _ I

U+2f woll + wyu = e f(t) |avec f(t) un fonction quelconque.

Stratégie de résolution :

® Calcul de la fonction de Green :

§(t) +2¢ wog(t) + wig(t) = 5(t) | avec g(0) = 0 (causalits)

1
® On peut montrer que : | g(t) = €740 — H(t)sin[wgt] | (H(t) : fonction de Heaviside)
Wq

t
® Intégrale de superposition : | uP (t) :/ f(7)g(t - 7)d7.
0

® Solution générale avec u(t =0) = ug et U(t=0) =g :

: — :
u(t) = 6490t | upcos(wqt) + 20N U0 G oty + —/ e 0TF(T)sin[wy (t - T)]dT]
Wq wd Jo
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Réponse transitoire

2 Démonstration 1.12 - calcul de la fonction de Green

On part de :
§() +2¢ wog(t) + wig(t) = 5(t) pour teR (1.1)
qui devient, pour t > 0 :

‘g(t)+2{wog(t)+w§g(t)=0 pour t>0‘ (1.2)

Pour trouver les conditions initiales de (1.2) on integre (1.1) sur un petit intervalle autour de 0, cela donne

ot ot ot ot
/ g(t)dt+2§w0/ g(r)dt+w§/ g(t)dt =/ S(tdt =1
0~ 0~ 0~ 0~
-~ - —
g(0*t)-g(07) g(0*t)-g(07) —0quand e -0

Continuit¢ degent=0:g(07) =g(0") = | g(0*) -g(07) =0
Causalité : g(07) = 0= g(0%) .

Finalement les conditions initiales pour (1.2) sont| g(0)=0 and g(0) =1 |et (si¢ <1)

g(t) = et * H(t)sin[ wgt]
wg

Remarque : le fonction de Heaviside H(t) sert a expliciter la causalité de la fonction de Green.
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Réponse transitoire

% Démonstration 1.12 - Intégrale de superposition

Gt - 1) +2L wog(t — T) + wig(t - 1) =0 pour 7 <t

2 — —
d g((;tz ) +2{wodg(tdt ) + wgg(t -7)=0
217 _ I -
drmot = 7)] [f(TL‘(iz(t Ll +2{w0—d[f(T)‘Z§t Ll + a)g?(‘r)g(t -7)=0

d[f(t)g(t-

/'Idz—[f“)g(’ i 2 Moy /rwgf(r)g(t ~7)dr=0
J0

ot
dr + 24 wy
Jo ar? ./o §ea

R a4 t B = o B
Regle de Leibniz : dt/o f(t)g(t T)dr—f(t)g(0)+/o f(r)g(t-7)dr

=0

a? [t PR o

c?/o f('r)g(t—'r)d'r—f(t)g(0)+/0 f(r)g(t—7)dt
=f(t)

En notant y (t) = fof f(t)g(t — T)dT on obtient : ‘ J+2¢ woy + Wiy =F(t) ‘qui est de I'équation initiale.

On peut donc choisir y (t) comme solution particuliere de I'équation initiale. La solution générale s’écrit donc :

u(t) = e ¢! [Acos(wgt) + Bsin(wqt)] + /t?(‘r)g(t - 7)d7r
0
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Chapitre 1 — Systémes & un degré de liberté Réponse transitoire

% Démonstration 1.12 - Fin

En remarquant que ﬁ; f(r)H(t - 7)dT = ﬂ f(7)dT et en appliquant les régles usuelles de résolutions des
équations différentielles du 2nd ordre on abiensi £ < 1:

1 t
u=e ¢! [Acos(wdt) + Bsin(wgt) + —— / e 0T f(1)sin[wq(t - 7)]dT
mwqg Jo
i = =& woe™ 4“0t [Acos(wqt) + Bsin(wgt) | + €74 “0! [ - wyAsin(wgt) + wgBcos(wqt) ]
1 d t
—_—— (e-iwof/ e @0Tf(T)sin[wqy (t — T)]dT)
0

mwqg dt
avec wq = woqf1 — £2

+ Conditions initiales :

u(t=0)=u0:

[J(t:O):[lo=>[/0:—§w0A+deﬁ B

_ {wolp + g
o

et on retrouve :

: t
Msin(wdt) + ! / €407 f(1)sin[wq(t — 7)]dT
Wq d JO

u(t) = e~6«ol [uocos(wdt) + —_—
maow,
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Plan du cours

Chapitre 2 — Systémes discrets a plusieurs degrés de liberté
2.1 Introduction

2.2 Réponse forcée harmonique

2.3 Principe de décomposition modale
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Chapitre 2 — Systemes discrets a plusieurs degrés de liberté Introduction

Plan du cours
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Chapitre 2 — Systemes discrets a plusieurs degrés de liberté Introduction

Introduction

mo T ug
ks l c3
d/
¢ ‘\01 |__,_Tu1

d
ko 1 co k1 1 c1
s
%

Figure 2.1- Exemple de systeme a 3 DDLs et modélisation équivalente.

T_Tugr
w2
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Chapitre 2 — Systémes discrets a plusieurs degrés de liberté Reéponse forcée harmonique

Plan du cours

Chapitre 2 — Systémes discrets a plusieurs degrés de liberté

2.2 Réponse forcée harmonique
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Chapitre 2 — Systémes discrets & plusieurs degrés de liberté Reéponse forcée harmonique

Exemple d’un systéme conservatif

fi = Fycos(wt)  fa = Facos(wt)

® Aprés calcul, on trouve pour les amplitudes Uy et Uz (réelles car pas d’amortissement) :

Fy (2k — mw?) + Faok Fik + Fo(2k — mw?)

Ui = K= maw) 3k - mw?) Ve = mw?) 3k - mad)

® e dénominateur s’annule (résonance) pour les pulsations de résonance :

‘ W =+k/m wy =+/3k/m

et
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Chapitre 2 — Systémes discrets & plusieurs degrés de liberté Reéponse forcée harmonique

% Démonstration 2.1

= PFD sur la masse de gauche :

mily = —kuy — k(Uy — Up) + Fy cos(wt) = \ mily + 2kuy — kup = Fy cos(wt) \

= PFD sur la masse de droite :

milp = —kup — k(U — Uy) + Facos(wt) = \ milp + 2kup — kuy = Fa cos(wt) \

Les équations du mouvement du systéme constitué des 2 masses couplées est :
mily + 2kuy — kup = Fq cos(wt)
milp + 2kus — kuy = F cos(wt)

et donc sous forme matricielle cela donne :

[m 0 {U1 }+[2k —k {U1 }_[HCOS(M)]
0 m [ -k 2k up, | | Focos(wt)
N -

M K

avec : M : matrice de masse et K : matrice de raideur
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Chapitre 2 — Systémes discrets & plusieurs degrés de liberté Reéponse forcée harmonique

% Démonstration 2.1

® Les équations du mouvement sont :
mily + 2kuy — kup = Fq cos(wt)
milo + 2kup — kuy = Fy cos(wt)

ou sous forme matricielle :

Mii + Ku = Fcos(wt) avec M=['g ,?,] et K=[E};(< Eﬂ

® On cherche une solution stationnaire sous la forme : | u = {512} cos(wt) = Ucos(wt) |que I'on introduit

dans I'équation précédente. On obtient : DU = F avec D = — w?M + K et donc

® Onsaitque D" = 15 [_DDZ; _DD112], onadonc :
F1 (2k = mwz) ar F2k F1k ar F2(2k = mwz)
U1 = et U2 =
(k — mw?) (3k — mw?) (k — mw?) (3k — mw?)
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Chapitre 2 — Systémes discrets & plusieurs degrés de liberté Reéponse forcée harmonique

Exemple d’un systéme conservatif

Fi(2k — mw?) + Fak Fik + Fo(2k — mw?)

Uy = t Us=
T k—ma)Bk-ma?) O 2T k—ma?) 3k — maw?)

® Parameétres:k=1,m=1,F  =1etFy, =0,2.
® Pulsations propres :‘ Qq =+k/m=1 ‘et‘ Qp = 3k/m = V3 ‘
" = k/m =1 ¥ = 3k/m=V3 ‘

® Pulsations de résonance : et

100 100
10 10
5 ;
0.10
0.1
0.01 ‘ : b ‘ : i
0 05 1 1543 2 25 0 05 i 153 2 25
w w
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Exemple d’un systéme amorti

fi = Ficos(wt) fo = Focos(wt)

% P
% c c c A
% A
N n N
% | | | 7
7 ! m ! m ! 7
k k k

[ONNO] Q10

7000005207207700700057 I
R i

— U4 — U2
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Chapitre 2 — Systémes discrets & plusieurs degrés de liberté Reéponse forcée harmonique

% Démonstration 2.2

® En formalisme complexe, les équations du mouvement sont :

mu1 + 20u1 - cuz +2kily — kilp = Fye/®!
mily +2¢lis — cliy + 2kilp — kiiy = Fpel®!

ou sous forme matricielle :

= % Aot _lm 0 _|lec -c |2k -k
Mu + Ca + Kb = FE“"  avec M_[O m]’ C_[ ] et K_[_k zk]

® On cherche une solution stationnaire sous la forme : | 0 = {51 } gt = 0! que l'on introduit dans

’ _ D
® Onsaitque D™" = 15 [_DZ;

5 (2F; + F2) k — Fimw? + je (2F1 + F») w = (F1 + 2F2) k — Fomw? + je (F1 + 2F») w
' (ew + k — mw?) (3jcw + 3k — Mmw?) 2= (flcw +k — mw?) (3jcw + 3k — Mw?)
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Chapitre 2 — Systémes discrets & plusieurs degrés de liberté Reéponse forcée harmonique

% Démonstration 2.2

 Les amplitudes |01 et | U] sont :

i (20F 10 + 0Fow) 2 + (2Fik + Fok — Fimw?) 2

ol \/czwz + (k- m(4)2)2\/9c:2w2 + (Mw? - (’:k)2
et

i (1 +20Fow) 2 + (Fik + 2Fok — Fomw?) 2

1Bl \/czwz + (k- m(4)2)2\/9c:2w2 + (Mw? - (’:k)2

* Résonance = Min(dénominateur) de |J; | et |Us|

Pas de solutions analytiques simples des
pulsations de résonance ici :

obtenues de fagon approchée en Sect. 2.3 en
utilisant la décomposition modale.
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Chapitre 2 — Systémes discrets & plusieurs degrés de liberté Reéponse forcée harmonique

Exemple d’un systéme amorti

: : = : :
H i S : 4
| | 5 | |
— Conservatif |Uj| : = Conservatif |Us| -
0,01l -7 Amort 1041 ‘ ‘ <= Amorti |Us ‘ ‘
0 0.5 1 15 ﬁ 2 2.5 0 0.5 1 15 \jg 2 2.5
w w
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Cas général

Forme générale des équations du mouvement

De fagon générale (avec de I'amortissement), on a :

’ Mii + Cu + Ku = F cos(wt) ‘

¢ Matrice de masse : ® Matrice de raideur :
M:[ My I\/;) ] K=| K1 K
0 22 Kot Koz
¢ Matrice d’'amortissement : * Vecteur force :
c=| G Ce Fz{?}
Cot Cax2 3
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Cas général

® Equation du mouvement complexe :

’MG+CG+KG=Fe’“”

* La solution stationnaire (notée @) recherchée sous la forme suivante :

TRRE
uz U2

U1 et Ug : amplitudes complexes des déplacements

® Eninjectant cette forme de solution dans les équations du mouvement, on obtient :

—w2M11 +ij11+K11 ij12+K12 ] 01 :{ F1 }
jwCai + Koy —wPMgp +jwCap + Kap 0, F2
D

® Matrice de rigidité dynamique :

D=-w’M+jwC+K = [D” D‘Z]

Da1 Do
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Chapitre 2 — Systémes discrets & plusieurs degrés de liberté Reéponse forcée harmonique

Cas général

® Le systeme s'écrit :

(~wMi1 +jwCiy +Ki1)Us + (jwCiz + Ki2)Up = Fy

(jwCai + Ka1) Uy + (—w?Maz + jwCap + Kpp) Uz = Fy

® Résolution par inversion de D :

{ 1:11 }:D“{ Fy } avec D' = —' [Dzz —D12]

U F2 “ detD |-D21 D1y

® Résolution par la méthode de Cramer :

Fi D2 Dy F4
O = det [Fz Dso ¢ Do e det Dy F2
[ detD € B= detD

Résonance

Systéme avec de I'amortissement = condition de résonance : | | det D| = | det D|min
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Chapitre 2 — Systémes discrets & plusieurs degrés de liberté nse forcée harmonique

Application

Cas d’une excitation par accélération imposée au support

I'er cos(wt)
—
U > U2

%
2m -
) & )
Z;

Figure 2.2- Systeme masses-ressorts excité par accélération imposée.
® Les équations du mouvement s’écrivent :
2mily +k(uy —u%) +k(ug —up) =0
milo + k(up —uq) =0

® Les matrices de masse et de raideur s’expriment donc par

2am 0 % -k
AN I

baptiste.bergeot@i Vibrations des structures 63/106



Application

Cas d’une excitation par accélération imposée au support (suite)

® Enposantu] = uy — u9 etu) = up — u¥, les équations du mouvement deviennent :
2mily + 2ku; — kuy = —2mi®’
milp — kuy + kuy = —mi%

® Finalement, en posant u] = U; cos(wt) et uy = Uj cos(wt), dans le référentiel du support en mouvement,
I'équilibre dynamique du systéme se traduit par

Uy om 0 ro —2mre’
u -0 om o (T —mre
—_—

—_—
D

M F

—w?(2m) + 2k -k
-k —w?m+k

® OnadoncU* =D 'F, soit :

U o/l 3-2(w/Q)?
{LG}__ZU—hd%FF—1

4-2(w/Q)?
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Chapitre 2 — Systémes discrets a plusieurs degrés de liberté Principe de décomposition modale

Plan du cours

Chapitre 2 — Systémes discrets a plusieurs degrés de liberté

2.3 Principe de décomposition modale
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Chapitre 2 — Systémes discrets & plusieurs degrés de liberté Principe de décomposition modale

Modes de vibration

Les vibrations libres d’un systeme conservatif a n DDLs peuvent étre appréhendées a partir du systéme

matriciel suivant :
Mu + Ku =0

* M (définie positive) et K (semi-définie positive) : matrices de masse et de raideur de taille n x n

® u: vecteur des déplacements de taille n x 1

Définition

® On cherche cette fois des solutions

u=Xe()
® La substitution d’'une solution de ce type dans I'équation du mouvement donne :
. B __$
d(HMX + p(H)KX=0 = KX= _WMX

® La matrice M étant définie positive et la matrice K semi-définie positive, on a :

_SW e XTRX
o(t) XTMX

* tous les degrés de liberté sont régis par la méme fonction du temps.
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Chapitre 2 — Systémes discrets & plusieurs degrés de liberté Principe de décompo: n modale

Modes de vibration

Définition (suite 1)

® Les modes de vibration sont les solutions du probléme aux valeurs propres généralisé suivant :

® Solutions non nulles uniqguement si

det (K - QZM) -0

Polynome de de n en Q2 : n solutions.

= Les doublets | { (€, X;) }i=1, sont appelés modes de vibrations.
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Chapitre 2 — Systémes discrets & plusieurs degrés de liberté Principe de décomposition modale

Modes de vibration

Définition (suite 2)

Pour la forme de ¢ (t), on différentie les modes de corps rigides des autres :

ystéemes tels que >0= > B
© Syste 1 X'KX>0=0Q%>0

| S(t) +Q2p(t) =0 et KX - Q°MX =0 |

qui admet une solution non nulle X; (i =1, ..., n) telle que

KX; — Q2MX; | et \ #i(t) = Aicos(Qit) + Bisin(Qt) |

ou Q; est I'une des n solutions de : | det (K - QZM) =0

@ Systemes admettant des modes de corps rigide avec’ X,TKX, =0=>Q,=0 ‘(r =1,...,n):

&(t)=0 = ‘¢,(t)=At+B| ot KX =0|

baptiste.bergeot@insa-cvl.fr Vibrations des structures 68/106



Chapitre 2 — Systémes discrets & plusieurs degrés de liberté Principe de décomposition modale

Modes de vibration

Orthogonalité des modes de vibration

Lorsque toutes les pulsations propres {€;};—1,... » sont distinctes, les propriétés d’orthogonalité se résument & :

X,TMXS =0 s X,TKXS =0 lorsque r#s

Définition

On appelle masses modales et raideurs modales les quantités scalaires {m;};=1, ., et {ki};=1,. ., définies
par:

mi =X MX; , k=X KX;

Par ailleurs, les pulsations propres sont définies par

Ki
Q=4 —
m;
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Chapitre 2 — Systémes discrets & plusieurs degrés de liberté Principe de décomposition modale

% Démonstration 2.3 - Orthogonalité des modes de vibration

Le probléme aux valeurs propres est réécrit pour un mode donné {(Qs, Xs)} :

KXs = Q2MX;
X'KXs = Q2X MXs avec r#s (2.3)
Méme chose avec le mode { (€, X;)} :
KX, = Q2MX,
X KX, = Q2X/MX, avec r#s (2.4)

On effectue (2.3)7 - (2.4) :
XIKTX, — XTKX, = Q2XTMTX, — Q2XTMX,

Les matrices M et K sont symétriques, donc M7 = M et K™ = K et donc :

(QE - Qg) XIMX, =0

Comme on a alors

Comme‘ XIKX, = Q2X] MX,

on aaussi‘ XSTKX, =0 ‘
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Chapitre 2 — Systémes discrets & plusieurs degrés de liberté Principe de décomposition modale

Modes de vibration

Définition
On appelle modes de corps rigide les solutions particulieres du probleme aux valeurs propres telles que
, i.e. associées a des valeurs propres nulles Q; = 0.

Le nombre maximum de modes de corps rigides est de 6 (3 translations + 3 rotations).

Normalisation des modes de vibration

Les vecteurs propres X; sont définis a une constante prés, on peut donc les normaliser par rapport a la matrice
de masse :

X; X;
—_— =

JXTMX; vmi

Quand on considére les modes {(L;, Y;)}j=1,...nona:

Y =

Remarque

Dans la suite on suppose que les modes sont normalisés par rapport a la matrice de masse
= |l seront quand méme notés X;.
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Chapitre 2 — Systémes discrets & plusieurs degrés de liberté Principe de décomposition modale

Lien avec un probléme aux valeurs propres classique

Probleme aux valeurs propres généralisé : | KX Q2°MX
On posant| Z = M'/2X | cela donne : KX = Q2MX = M~ '/2KM~'/2Z = o2M~1/2MM~1/2Z
On introduisant | A = M~"/2KM~1/2 | et en notant que M~"/2MM~1/2 = (M~1/2M'/2) (M'/2M~1/2) =1 -1 =1, le

probleme aux valeurs propres généralisé initial devient équivalent au probléme aux valeurs propres classique :

associé aux mémes valeurs propres A; = QI? (i=1,...,n).
OrA” = (M~1/2)TKT (M-1/2)T = M~"/2KM~"/2 = A, donc A est symétrique.

La matrice A étant symétrique, le théoréme spectral stipule que :
® Les valeurs propres A; sont réelles

® Les vecteurs propres Z; forment une base orthogonale compléte de R" :
Z,TZS = Ors (sivecteurs propres normalisés)
(M2XT) (MY2XT) = 675
XT (M72M12)XT = 6,

X,T MXST = Jrs (on retrouve le résultat précédent)

= Les vecteurs propres X; (i =1, ..., n) forment une base orthogonale compléte de R"

baptiste.bergeot@insa-cvl.fr Vibrations des structures 71/106
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Principe de décomposition modale

Objectif de la décomposition modale

Principe de la _ 1 probléme a n N n probléemes a 1

décomposition modale DDLs DDL
Orthogonalité des
modes de vibration
Mise en ceuvre
® Les vecteurs propres {X;};=1,.., forment une base compléte de [t permettant de représenter le
comportement dynamique du systéme.

= Le vecteur des déplacements u peut étre exprimé sur la base des modes de vibrations.

La décomposition modale s’écrit :

u=

-

i Xi

i

¢; : amplitudes modales ou coordonnées généralisées, déterminées a partir des Cls.
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Principe de décomposition modale

Remarque

Dans le cas de valeurs propres multiples (ceci inclues également les modes de corps rigide ou la valeur propre
correspondante est nulle) le principe de décomposition modale reste valable.

Pour cela il faut faire appel au théoreme de dégénérescence.

Théoréeme de dégénerescence ([Géradin et Rixen(1994)] page 73)
A une valeur propre Q, du systeme
(K - QZM) X=0
correspond un nombre de vecteurs propres linéairement indépendants (orthogonaux les uns aux autres et

orthogonaux aux vecteurs propres correspondant aux autres valeurs propres) égal a la multiplicité de la valeur
propre.
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Modes de vibration

Exemple de systéeme dégénéré

= Calcul des pulsations propres Q2
Il faut résoudre det (K - QzM) =0, soit

k — Q2m 0
0 k—Q2m

-0 o (k—sz)Zzo

Les pulsations propres sont donc :

k
2
Q= —

et Qf:ﬁ
m

Remarque : il n'est pas possible d’avoir un systéme dégénéré et couplé a 2 DDLs (possible a partir de 3 DDLs)
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Exemple

Cas d’un systéme symétrique 2 masses - 3 ressorts

|

Figure 2.3- Exemple d'un systéme masses-ressorts a 2 DDLs.

Equations du mouvement

mily + 2kuq — kus =0
milp + 2kus — kuy =0

Puis sous forme matricielle :

Lo b 5 o l00 )1

avec : M : matrice de masse et K : matrice de raideur
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Exemple

Cas d’un systéme symétrique 2 masses - 3 ressorts

Les modes propres de vibration du systeme

® Les et sont :
k 3k 1 1
2 . 02— _ . —
Ql=— ; Q=— et X1—{1} ; Xg—{_1}

® Mode 1 : les masses oscillent en phase a la pulsation Q4
® Mode 2 : les masses oscillent en opposition de phase a la pulsation Q,

® Les coordonnées généralisée sont données par :

@i(t) = Ajcos(Qit) + Bisin(Q;t) | avecici i=1,2
® Solution générale (mouvement quelconque) = combinaison linéaire de ces deux modes :

(/),‘X,‘ = (A1COS(Q1 t) + B4 Sil‘l(Q1 [))X1 aF (AzCOS(QQT) T BgSil‘l(ta))Xz

Or

Mode 1 Mode 2

Les constantes Ay, By, Ao et A, sont déterminées & partir des conditions initiales uy (t = 0), 4 (t = 0),
ux(t =0) ety (t =0) (4 équations pour 4 inconnues, ¢a marche !).
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% Démonstration 2.3

Soit le probleme aux valeurs propres :

KX = Q2MX

= Calcul des pulsations propres Q2
Il faut résoudre det (K - QzM) =0, soit

_02 _
{2/( 02m ko |_o

—k 2k — Q2m

(2k - sz)z —K2=0
(2k—92m+k) (2k—s22m—k) -0
(3k - sz) (k - sz) -0

Les pulsations propres sont donc :

2 _ 2 _
Qf=—| e |Q5=

3k
m
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% Démonstration 2.4

= Calcul des vecteurs propres X
Il'y a 2 pulsations propres et donc 2 vecteurs propres
Xi = (X1 Xiz}| et Xz = {Xa1. Xe2}'
On commence par déterminer Xy pour cela il faut résoudre :
(2k - Qfm) X11 = kX12 =0

R (R

Comme det (K - QZM) = 0, on peut résoudre avec une des 2 équations. On prend la 1ére :

(2k—9$m)x11—kx12=0 o KXy —kXi2=0 =

= Les masses oscillent en phase

On fait de méme pour X, et on trouve :

(2k - ng) Xot —KXpp =0 = —KXpi —kXpp=0 = | Xo

= Les masses oscillent en opposition de phase

Si on prend arbitrairement X1 = 1 et X1, on a finalement : | Xy = {1} ; Xo= {_11}
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% Démonstration 2.4

On a montré que :

#i(t) =A;cos(Q,-t)+B,—sin(Q,—t)‘ avecici i=1,2

La décomposition modale s'écrit :

On écrit donc finalement :

u= (A1 COS(Q1 t) + Bysin(Q4t)) Xq + (AgCOS(Qgt) ar stin(Qgt)) Xo

ou les constantes A1, By, Ax et B sont déterminées a partir des conditions initiales :

ui(t=0),U1(t=0),ux(t =0) et o (t =0) (4 équations pour 4 inconnues, ¢a marche !).
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Exemple

Cas d’un systéme symétrique 2 masses - 3 ressorts

Cas 1 : conditions initiales sur le mode 1

e Condition initiales : | uy (t = 0) = 1 |,|u1(t=0) =o|,|u2(t=0) =1 |,|ug(r=o>=o

® Le systeme s'écrit :

uy = Aqcos(Q4t) + Bysin(Q4t) + Aocos(Qot) + Bosin(Qot)
up = Aycos(Qqt) + Bysin(Q4t) — Axcos(Qot) — Bosin(Qat)
Uy = —QqA1sin(Q4t) + Q1Bycos(Qqt) — QoAssin(Qat) + QoBocos(Qot)
U = —Q1A1sin(§21 t) + Q4 B1 COS(Q1 t) + QzAzSin(Qgt) - QngCOS(Qgt)

® Application des conditions initiales :

. _ A _ _ Q1B1+9232=0
U1(t=0)=0; Up(t=0)=0 = QB — Q85 = 0

_ 4. _ _ A +Ax =1
U1(t—0)—1,U2(t—0)—1 = Ay —Ag =1

® Finalement, seul un mouvement sur le mode 1 est observé :

uy = cos(Qqt)
Up = cos(Qqt)
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Exemple

Cas d’un systéme symétrique 2 masses - 3 ressorts

Cas 1 : conditions initiales sur le mode 1

* Condition initiales : |u1 (t=0) =1 |,|u1 (t=0)=0 || Up(t =0) = 1 || Up(t=0)=0

® Parameétres:k=1etm=1

* Fréquence propres :| fi =Qq/2n ~ 0,16 |et| fo =Qo/2m ~ 0,28 |

Périodogramme de uy

Déplacement
Amplitude
w
o
o

200

100

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Fréquence
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Exemple

Cas d’un systéme symétrique 2 masses - 3 ressorts

Cas 2 : conditions initiales sur le mode 2

* Condition initiales : |u1(t=0) =1 |,|u1(t=0) =0 || Up(t=0) = —1 |,|u2(t=0) =0

® Parameétres:k=1etm=1
* Fréquence propres :| fi =Q¢/2n ~ 0,16 |et| fo=Qo/271 ~ 0,28 |

Périodogramme de uy

Déplacement
Amplitude

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Fréquence
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Exemple

Cas d’un systéme symétrique 2 masses - 3 ressorts

Cas 3 : conditions initiales quelconques (exemple 1)

== |,|u2(t:0):1 |,|u2(t:0):o

« Condition initiales : | ui(t=0)=0 || U1 (t=0)

® Parameétres:k=1etm=1

* Fréquence propres :| f; = Q /27 ~ 0,16 |et| fo = Qp/27 ~ 0,28 |

Périodogramme de u

Déplacement
Amplitude

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Temps
Fréquence
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Exemple

Cas d’un systéme symétrique 2 masses - 3 ressorts

Cas 4 : conditions initiales quelconques (exemple 2)

== |,|u2(t:0):1 |,|u2(t:0):1

« Condition initiales : | ui(t=0)=0 || U1 (t=0)

® Parameétres:k=1etm=1

* Fréquence propres :| f; = Q /27 ~ 0,16 |et| fo = Qp/27 ~ 0,28 |

Périodogramme de u

Déplacement
Amplitude

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Fréquence
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Généralisation
Cas des systémes a 2 DDLs arbitraires

Equations du mouvement

M11 0 01 + K11 K12 Wy — 0
0 M il Kot Koo u -l o[
- .
M K

Remarque : dans le cadre de ce cours les matrice de masse M et deux raideur K sont toutes les deux symétriques.

Pulsations et vecteurs propres

. Mi1Ka22 + Moo K11 £ \/(M11K22 + MpK11)2 — 4My1 Moo (K11K22 — KZ,)
e 2M11 Mo

e { (Kzz = QF ,Mz22)/ (~Ki2) }
: 1
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Généralisation
Cas des systémes a 2 DDLs arbitraires

Uy uz

ki > k e
%
AW AN, ma |
7

Figure 2.4- Autre exemple de systéme masses-ressorts a 2 DDLs.

aq a3

ky ky kyt

J 2J

Figure 2.5- Autre exemple de systeme 2 DDLs, composé de disques rigides massifs et d’'arbres de torsion sans
masses.

S\
AN

Les exemples des Figures 2.3 et 2.4 sont traités en TD.
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Cas des systéemes dissipatifs

® Systeme matricielle décrivant les vibrations libres d’un systeme conservatif 2 n DDLs

Mi + Ku =0
u(t=0)=ug , u(t=0)=uy

ug et Ug : vecteurs de taille n x 1 exprimant les conditions initiales.

® En appliquant le principe de décomposition modale et les propriétés d’orthogonalité des modes, on
montre que

Gi+Q2¢; =0 i=1,....n

¢i(t=0)=XMuy , ¢t =0)=XMug
—— S——

®jo djo

® La solution de chacune des n équations précédentes est connue (cf. Chap. 1) :

@i = ¢igcos(Qt) + —sm(Q,t)
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% Démonstration 2.5 - Projection sur la base des vecteurs propres

On écrit les équations du mouvement en remplagant u par sa décomposition modale :
Ml + Ku =0

n n
MZ(]E;X,‘+KZ #iXi=0
i=1 i=1
n n
MY GX+KD ¢,-x,-) =0
i=1 i=1

(dif XTMX,  +¢r XTKX; ):o

X/

[n

= —_— —_—
:Osir_f»i . =0sir#i
=mp=1sir=i =k =Q2sir=i

\cfif+9,?¢,-=o, i=1,...,n‘

Pour les conditions initiales, si les modes sont normalisés par rapporta M, on a :

n n
up = Z: #i0Xi © X[ Mug = Z: GioXMX; <
1= i=

n n
up = Z HioXi & XTMug = Z X MX; &

i=1 i=1
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Cas des systéemes dissipatifs

Equations du mouvement dans le cas dissipatif

Mi +Cu+Ku=0
u(t=0)=up , u(t=0)=ug

Amortissement de Rayleigh

Matrice d’'amortissement proportionnelle a la matrice de masse et de rigidité :

C =aM + bK

= Orthogonalité des formes propres X; également vérifiée vis-a-vis de C.

Remarque

Dans chacune des applications qui suivent les décompositions modales sont effectuées sur les modes du
systéme libre sans amortissement.
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Cas des systéemes dissipatifs

Calcul des vibrations libres

® En appliquant le principe de décomposition modale et les propriétés d’orthogonalité des modes, on

montre que
<5/+2£:'9i¢5i+£2,-2¢;=0 i=1,...,n
¢i(t=0)=X/Muy , ¢i(t=0) =X Mig
S——— S———
Pjo Pjo
1(a
g : taux d’amortissements modaux, définis tels que :| i = 3 (5 + bQi)
i

® La solution de chacune des n équations précédentes est connue (cf. Chap. 1) :

Q. b hi
bi = e‘gi“i' ¢/0COS(Q,'dt) ar %;‘Fcblosin(gmt)] avec Qi = Q/‘\“ = 4}2
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2. Démonstration 2.6 - Projection sur la base des vecteurs propres

On doit résoudre, par décomposition modale, le systéme suivant :
Mi + Cu+ Ku =0
u(t=0)=uy , u(t=0)=ug

avec
C =aM + bK
x'cx; =a X'MX; +b XTKX;
Z N N
=0sir#i =0sir#i =0sir#i
=cjsir=i =1sir=i =Q2sir=i
1

Le coefficient d’amortissement modal et le taux d’amortissement modal sont donc :
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2. Démonstration 2.6 - Projection sur la base des vecteurs propres

Pour résoudre le probléme on va décomposé le vecteur u sur la base des modes propres du systeme
homogeéne et sans amortissement associé :

n n n
MY $X+CY $Xi+K X =0
i=1 i=1 i=1

n n n
MY $X+C) ¢Xi+K) ¢,-x,») =0
i=1 i=1

i=1

Y

e

(&,— XTMX; +di X/ CX; +¢ X/ KX; ):o

p —_— [ —_—
=0sir#i =0sir#i =0sir+i
=1sir=i =cisir=i =Q2sir=i

1

‘<5+2g,-§z,-¢+9,?¢=o, i=1,...,n‘

Les conditions initiales se traitent comme dans le cas sans amortissement.

Finalement le probleme de dimension n initial est équivalent aux n sous-problémes suivants :

G +249Qi¢i + QP =0 i=1,....n

#i(t=0)=XMuy , ¢(t=0)=X Mig
—— ——

Pjo djo
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Cas des systéemes dissipatifs

Calcul de la réponse forcée harmonique

® QOscillations forcées d’un systéme a n DDLs avec amortissements visqueux, soumis a des forces
harmoniques, décrites par les équations du mouvement suivantes :

M + CG + Ka = Fe/«!

® La solution stationnaire recherchée sous la forme

= Le probléme consiste alors 2 identifier le vecteur des amplitudes complexes 0

* Décomposition modale = 0 = ¥; ¢;X; + orthogonalité des formes propres X; :

_ Fi/ki
T - (/)2 + 25 w/Q

ot F=X'F i=1,...,n

ou les termes F; sont appelés forces modales,

Remarque

Les amplitudes modales sont maintenant fonctions de la pulsation de forgage w
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% Démonstration 2.7

On doit résoudre, par décomposition modale, I'équation suivante :

Ml + Cu+Ku=Fcos(wt) = |Mi{+Ch+Ka=Fe«!

On cherche une solution stationnaire sous la forme
Ce quidonne :

qui est introduite dans I'équation du mouvement.

(—uﬁM +ij+K)fl =F

Pour résoudre le probleme on va décomposé le vecteur d’amplitudes complexes U sur la base des modes propres
du systeme homogeéne et sans amortissement associé en posant :

0= Z¢ixi
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% Démonstration 2.7

On obtient : N
(—sz +jwC+ K) > oiX =F
i

X7 (—sz +jwC + K) Zn: &% =XTF
i

n
D (—mzx,TMX; +jwXTCX; + X,TKX;) ¢ =XTF
i

(—w2+c;jw+Q,-2)¢;=F,-, i=1,....n

En divisant par QI?, le probleme de dimension n initial est équivalent aux n sous-problémes suivants :

Fi/Q _ Fi/ki
1— (/)2 +2Gw/Q 11— (0/Q)? +24w/Q

= = Us'A, ;= US'Bie /%

Finalement la réponse stationnaire s'écrit :

u =Re[d] = Re [0&*!] = Z Re [UStB glwt= ‘/’l)] X; = UStB, cos(wt — ¢;)X;
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Cas des systéemes dissipatifs

Calcul de la réponse forcée harmonique

AR IR Fi/ki
0= 2, 0= 2 s a + oz

Hypothése : au niveau de la résonance du j-ieme mode on a 0~ di(w)Xi

= Expressions analytiques approchées :
® De la pulsations de résonance :

wi’G:Q,-‘h_zgl? i=1,...,n

® Du maximums de 'amplitude de chaque pic. Pour la i-iéme composante de Oona:

Fi/ki

27

|Uk|maxz|¢i(wire)xi|: [Xi | i=1,...,n

Travail personnel : démontrer les résultats précédents.
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Cas des systéemes dissipatifs

Calcul de la réponse forcée harmonique

fi =F fo = F,
1 1 cos(wt) 2 2 cos(wl) Pulsations propres normalisés :
k 3k
2 2
91 = E, 92 = ;

Vecteurs propres nomralisés :

R

Lanalyse modale conduit a :
3c 1¢ Fi/Q;
Co= . =55 %= .
11— (w/Qi)? + 2w/

k=QF, ¢ = (i=1,2)

c
m’ m 2Q;°

0 - 1 (s +¢)_(2F1+F2)k—F1mw2+jc(2F1+F2)w
Y e TR (few + k — mw?) (3jcw + 3k — Mmw?)

(F1+2F2) k — le’l’la)2 +jc (F1 +2F2) w
(few + k — mw?) (3jcw + 3k — mw?)

~ 1
Op = —— (¢ — =
2= om (91— ¢2)

Travail personnel : démontrer les résultats précédents.
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Cas des systéemes dissipatifs

Calcul de la réponse forcée harmonique

=== Calcul direct

: = Décomp. mod.

Approximation a la résonance du mode 1 :

- ' 01 ~ ﬂ, U ~ —(i)1
=} : v2m V2m
0.5 Approximation a la résonance du mode 2 :
i z Oy~ 02 gy~-f2
0 05 1 15 3 2 25 vam vam
w
Décomposition modale Décomposition modale
E —_— A . mode 1 : = Approx. mode 2
1 : " Tous tos modes 10 -~ Tous s modes
5F H ;
= : ]
~ 050 i f
0.10 i i : :
0.05% . H i . ) H o )
0 0.5 1 1.5 \/5 2 25 0 0.5 1 1.5 ‘/g 2 25
w w
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Digression sur la notion d’excitation par mouvement des supports

Equations du mouvement

Mii + Cu + Ku = cIFl:Igr aF K,Fugr

ou Kr et Cjr représentent des matrices de raideur et d’'amortissement, de taille n X ny avec :
® n:nombre de DDLs internes ne comprenant pas les DDLs de frontiéres

® nf : nombre de DDLs de frontiére :
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Digression sur la notion d’excitation par mouvement des supports

Equations du mouvement

Mii + Cu + Ku = Cjru®" + Kjpud"

ou Kr et Cjr représentent des matrices de raideur et d’'amortissement, de taille n X ny avec :
® n:nombre de DDLs internes ne comprenant pas les DDLs de frontiéres

® nf : nombre de DDLs de frontiére :

Définition
On note u®! le vecteur des déplacements statiques défini par

us( — K—1K”__ugr

Le probléme est traité en termes de déplacement relatif en considérant le vecteur u* :
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Chapitre 2 — Systémes discrets & plusieurs degrés de liberté Principe de décompo: n modale

% Démonstration 2.8

Soit le systéeme suivant, a 5 DDLs dont 2 de frontiére (.e.n =3 etnf =2):

uf'

o

0 c1 Co Co cq
7

5 T 11 11 11
: | = 1 B 1 3 |
7 —AMA— —AMA—

7

7 K1 k2 k2 K1

7777777777777777777777707777777777777777707770¢7777777777777777207777777777777777777777
P N

Les équations du mouvement, sous forme matricielle, sont :

my 0 0 [l1 Ci +C2 —C2 0 [11 k1 +k2 *kg 0 uq
0 mp 0 Up o + —C2 2co —C2 Upp + —ko 2ko —ko us
0 0 ms3 U3 0 —Co C{+Co U3 0 —ko ki + ko us
Cq 0 .gr kq 0 ar
=lo o {L.’g,} +[o 0 {“g,,}
0 cof U2 0 ko U2
ou encore

\ Mii + Cu + Ku = Crt® + Kjrud"
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Chapitre 2 — Systémes discrets & plusieurs degrés de liberté Principe de décomposition modale

Cas d’un excitation par mouvement du support

Proposition

Lorsque la matrice d’'amortissement C est proportionnelle a la matrice de raideur K — c’est-a-dire lorsque
C = bK - le vecteur u* s’obtient par résolution du probléme matriciel suivant :

\ Mi* + Cu* + Ku* = —Mii®". \

u'=u-u®| avec |us =K 'Kru®
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Chapitre 2 — Systémes discrets & plusieurs degrés de liberté Principe de décomposition modale

% Démonstration 2.9

On s’intéresse au déplacement relatif :
u'=u-u avec u® =K 'Kpu®
On reprend I'équation du mouvement avec C = bK :
Mii + Cu + Ku = Cjru® + Kjpud”
Mii + bKu + Ku = bK/pu9" + Kjpu9"

K (bK“ Kpud + K1 K,,:ug')

K (but + u!)
Mt‘.'|+C(l'1—uS')+K(u—us‘) =0

Au final, on obtient bien :

\ Mi* + Cu* + Ku* = —Mi
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Chapitre 2 — Systémes discrets & plusieurs degrés de liberté Principe de décomposition modale

Cas d’un excitation par mouvement du support

Amplitudes modales

® Mouvement induit par des déplacements harmoniques , imposés aux supports,
® Solution recherchée sous la forme m

® En appliquant le principe de décomposition, en posant :
0 = Z iX;
i

on obtient finalement les expression des amplitudes modales ¢;

(w/Q)?08!

Y T (et + 2Gwie

ou Uft=xImM0% j=1,....n
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Chapitre 2 — Systémes discrets & plusieurs degrés de liberté Principe de décomposition modale

% Démonstration 2.10

En introduisant G5t = 0te/®! et G* = 0*&/“! dans MU + Cu* + Ku* = —Mit on obtient :

(—sz +jwC + K) 0" = MO

Puis en introduisant 0% = >.i ¢iX; dans cette derniére on obtient :

(—sz +jwC+ K) Zn: #iX; = w?MO%
i

n
x7 (—sz +jwC + K) > 6% = WX MO
i

n
> (—wZX,TMX,- +jwXTCX; + X,TKX,-) #i = W XT MO

i

(—w2 + 250 +Q,?) b= w08, i=1,....n

En divisant par QI.Z, le probleme de dimension n initial est équivalent aux n sous-problémes suivants :

_ (w/Q0)* 0
T = (/)2 +2Gw/Q

& ou Ut =xMO j=1,...,n
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Cas d’un excitation par mouvement du support

k o ky B

O

Vibrations des structures 105/106



[

DD & @

Ferdinand P. BEER : Mechanics of materials. McGraw-Hill, New York, 6th ed édition, 2011. ISBN
978-0-07-338028-5.

Paolo L. GATTI : Applied Structural and Mechanical Vibrations : Theory, Methods. CRC Press, Taylor &
Francis Group, deuxieme édition, 2014.

M. GERADIN et D. RIXeN : Mechanical Vibrations : Theory and Application to Structural Dynamics. Wiley,
Paris, 1994.

James M. GeRre et Barry J. Goobno : Mechanics of Materials. Global Engineering, brief édition, 2012.
K. G. GRaFF : Wave Motion in Elastic Solids. |.ondon, Oxford University Press, 1991.

G. KELLY : Mechanical Vibrations, Theory and Applications. McGraw-Hill, deuxieme édition, 2000.

G. KELLY : Green’s functions with applications. Chapman & Hall/CRC, deuxieme édition, 2015.

J. C PascaL : Vibration et acoustique. Polycopié de cours de 'ENSIM, Le Mans, 2008.

Singiresu S. Rao : Vibration of continuous systems. John Wiley & Sons, 2nd édition, 2019.

S. TimosHENKO, D. H. Youna et Weaver W. : Vibration Problem in Engineering. John Wiley and Sons, Inc.,
1990.

baptiste.bergeot@insa-cvl.fr Vibrations des structures 106/106



	Introduction générale
	Chapitre 1 - Systèmes à un degré de liberté
	Introduction
	Vibrations libres
	Réponse forcée harmonique
	Réponse transitoire

	Chapitre 2 - Systèmes discrets à plusieurs degrés de liberté
	Introduction
	Réponse forcée harmonique
	Principe de décomposition modale

	Bibliographie


