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Plan du cours

Chapitre 1 — Introduction
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Figure 1.1- Exemples de problématiques industrielles : (a) vibrations d’une automobile générant du bruit; (b)
instabilité aéroélastique du pont de Tacoma (avant destruction!).
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Cadre du cours

Hypothése de petites perturbations
Le cadre des petiles perturbations sera admis tout au long de ce cours, dans ce sens que les hypotheses
suivantes, appelées hypothéses de petites perturbations (HPP), seront admises :
¢ Les systemes étudiés sont linéaires, sous entendu que les déplacements engendrés par différentes
sources d’excitation sont cumulables (principe se superposition).
¢ Les champs mécaniques et cinématiques des systémes déformés sont étudiés par rapport a leurs
configurations de référence (positions d’équilibre statique), sous entendu qu’il n’y a pas de distinction entre
variables eulériennes et lagrangiennes ; cela signifie que les déplacements sont petits par rapport aux
dimensions des systémes étudiés (~ pas de mouvement moyen).
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Vibrations des systémes élastiques continus

® A « haute fréquence » I'approche masses-ressorts-amortisseurs n’est plus valide

« haute fréquence » = Longueurs d’'ondes deviennent du méme ordre de grandeur que les dimensions
caractéristiques des sous-structures étudiées

= Chaque sous-structure est considérée comme un systéme continu avec un comportement dynamique propre
« multi-DDLs ».

= La description de chaque sous-structure requiert de prendre en compte, a I'échelle locale, ses propriétés
inertielles et élastiques. (Mécanique des milieux continus)

Z3

7

Figure 1.2- lllustration d’'un domaine élastique V de surface S = S, + S
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Dans le cadre des petites perturbations (HPP), le probléme aux limites permettant de décrire le comportement
vibratoire du systéme s’exprime :

7] &2
i _ —U'—O dans Q

PFD =4
ax; dr?

Mm

—.
I

Condition aux limites ojinj =t sur Sy

'Mw

-

u=u¥ surSy

Ces équation traduisent respectivement les équations d’équilibre local du systéme (PFD), dans les trois directions
de I'espace (i = 1, 2, 3), et les conditions aux limites.

Hypothéses MMC dans le cas des barres/poutres
® Hypothése de Navier : les sections restent planes;
* Hypothése de Bernoulli : les sections restent perpendiculaires a la fibre neutre ;

® Principe de St Venant : les contraintes (et déformations) dans une section droite éloignée des points
d’application d’un systéme de forces ne dépendent que de la résultante et du moment résultant (au centre de
gravité de la section) associés a ce systeme de forces.

baptiste.bergeot@insa-cvl.fr Vibrations des structures 7/84



Plan du cours

Chapitre 2 — Vibrations longitudinales des barres
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Vibrations libres et modes de vibrations

Probléme étudié

= Vibrations libres d’'une barre prismatique droite, homogéne et non amortie.

® Caractéristiques matérielles et géométriques :
densité p [kg.m~2], module d'Young E [Pa], section S [m?], longueur L [m].

® x (x € [0,L]): abscisse permettant de repérer un point (ou section) le long de la barre.

x=0 X s x=1L
f | ] | %

d |
~ T

|

¢ E Etat d'équilibre
| "
1) I . )

F(s) < ! . =5+ @GB) Configuration
i i déformée
A
Coroads
ux -1 ulx+ L)

Figure 2.3- lllustration d’une barre en traction-compression et équilibre dynamique d’un trongon de longueur
élémentaire dx.
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Vibrations libres et modes de vibrations

Equations du mouvement

A la position x, I'équation du mouvement du systéme s’exprime alors par :

u = u(t, x) : déplacement longitudinal de la section.

Solutions stationnaires harmoniques

® On considere les solutions particuliéres synchrones™ (sinusoidales) de méme pulsation €2 du probléme
en posant| u(x, t) = X(x) cos (Qt) |(solution a variables séparées)

’ 2X
® Equation a résoudre : d—2 +B82X=0 xe€lo,L[ ot B=Q "E)
IX

B :nombre d’onde et 1 = 27/ : longueur d’onde

® Solution : | X = Acos(Bx) + Bsin(Bx) x € [0,L]

A et B : constantes déterminées a partir des conditions aux limites et par nomalisation.
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% Démonstration 2.1

Le PFD est écrit pour I'élément de barre :

u ds ds
moe ~Fetg) Fle-5)
&u , . ds , .ds _,
desF =F(s)+F (s)? -F(s)+F (s)? = F'(s)ds

En écrivant avec

F'(s) = F' (x +u(x,t,)) = F' (x) +u(x,t,)F"(x) =~ F'(x)

et en utilisant |a loi de Hooke avec

_ds—dx _dxtu(x+ Lot —ulx - &, 1) —dx _ube+ LI _yx,t)+ LG _du
dx dx dx ox
dans le cas d’'une traction pure (cf. cours MMC 3A GSI, INSA CVL) etona:
8Pu 8u
Sds— = ES—ds
P o ox2
et donc
u  p du
— —-=—=0 x €]0,L
ox2  E o2 10.L1
Remarque

Les valeurs de u(x, t) en x = 0 et x = L sont imposées par les conditions aux limites.
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% Démonstration 2.1

On cherche les solutions particuliéres stationnaires harmoniques (de pulsation €2) du probleme en posant

u(x,t) = X(x) cos (Qt) |qui est introduit dans I'équation du mouvement :
Pu  pu

ox2  E o

a?x
22 cos (Q1) + gQZX cos (Qt) =0

et donc

a?X
T2 82X =0 xelo,L[ ou ﬁ:QJg

Ix2

L'équation précédent est celle d’'un oscillateur harmonique spatial, le nombre nombre d'onde S est la « pulsation

spatiale ». La solution est donc de la forme :
X = Acos(Bx) + Bsin(Bx)

X € [0,L]|

12/84
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Conditions aux limites

Les conditions aux limites sont définies en considérant les 2 grandeurs qui caractérisent le mouvement de flexion :

® le déplacement longitudinal

o= Eau(x, t)

® la contrainte longitudinale : 5
X

Définition

Une condition aux limites homogéene consiste a annuler I'une de ses grandeurs.
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Barre libre-libre

Conditions aux limites

Les conditions aux limites s’écrivent :

ax ax
— =0 et — =0
dx x=0 dx Ix=L
Les solutions de I'équation (il y en a plusieurs!) s’écrivent :
. i .
Xi = Acos(Bix) x € [0,L] ou Bi= T i>0

Les pulsations associées a ces solutions sont exprimées par

in [E
Q= —.[— i>0
i L\p /

Remarque

Dans ce cas, la solution obtenue lorsque i = 0 (c’est-a-dire pour Qy = 0 et Xy = A) correspond au mode de corps
rigide (translation selon x) du systeme.
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2 Démonstration 2.2 - Barre libre-libre

Si la barre est libre en I'une de ses extrémités c’est que cette derniére ne subit aucune contrainte. Comme la loi
de Hooke pour une barre en traction s'écrit :

ou aX
=Fe=E— =E— Qt
o € o o cos(Qt)
on a donc pour une barre libre-libre :
aX aX
— =0 et — =0
dx x=0 dx Ix=L
aX
- =0
e P
x =0 = Asin(BL)=0 = BlL=in =
dx Ix=L

et donc finalement :
u(x,t) = Acos(Bix) cos(€;t) avec i >0 ‘

A chaque position x le déplacement u oscille a la pulsation Q; avec une amplitude A cos(S;x)

15/84
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Barre libre-libre

Déformées modales

=X(x)
1
I~~~ "
/D/'Z\ rx
" ™~
X (x)
< Xt
X
L2 L
S~ —X(x)
— — ~X(x)
N/ N/ )
/\ 2 /\ L
N — X(x)

Figure 2.4- Evolution spatiale des déformées modales {X; }i=1.2.3 pour une barre liore-libre.
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Barre encastrée-libre
Conditions aux limites

Les conditions aux limites s'écrivent :

dX
Xlheo=0 et " 0

Les solutions de I'équation (il y en a plusieurs!) s'écrivent :

_@-nx

Xi = Bsin(Bjx) x € [0,L] ot B >

i>1

Les pulsations associées a ces solutions sont exprimées par

@2i-1)r |E .
P /AN ek >
S 2L P 1z
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% Démonstration 2.2 - Barre encastrée-libre

Si la barre est encastrée en I'une de ses extrémités c’est que cette derniere ne subit aucune déplacement. On a
donc pour une barre encastrée-libre :

aX
X|X=0:0 et d_X

x=L

Xlo=0 =

dX i—1)x
aX:L=o = Beos(fl)=0 = piL=&0x
@2-1)r @i-1)rn |E .
= P = = >
= B | T | U2

et donc finalement :

‘ u(x,t) = Bsin(Bjx) cos(Q;t) avec i>1

A chaque position x le déplacement u oscille & la pulsation ©; avec une amplitude B sin(ix)
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Déformées modales

Figure 2.5- Evolution spatiale des déformées modales {Xi}i=1,2,3 pour une barre encastrée-libre.

/
\
/1

3
P2=7p
5n
Bs=5

N

L2

v
"N

\/

N
B\

Vibrations des structures

—-X(x)

Barre encastrée-libre

19/84



Barre encastrée-encastrée
Conditions aux limites

Les conditions aux limites s’écrivent :

Xlx=0=0 et X|y=L =0

Les solutions de I'équation (il y en a plusieurs!) s'écrivent :

X = Bsin(Bx) xe[0,L] ol ﬁ,-:IT” i>1

Les pulsations associées a ces solutions sont exprimées par

iz [E
=== a1

L\p
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% Démonstration 2.2 - Barre encastrée-encastrée

On a donc pour une barre encastrée-encastrée :

Xlg=0 ot Xl =0]

Xlo =0 =

Xy =0 = Bsin(BL)=0 = Bl=ir = ﬁ,-:i% et Q,-:i%

(i>0)

B

et donc finalement :

U(x, t) = Bsin(Bix) cos(Qit) avec izo‘

A chaque position x le déplacement u oscille & la pulsation ©; avec une amplitude B sin(;x)
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Barre encastrée-encastrée

Déformées modales

B / \ X(x)
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Figure 2.6- Evolution spatiale des déformées modales {X; }i=1,2,3 pour une barre encastrée-encastrée.
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Modes de vibrations

Déinition

= Les doublets sont appelés modes de vibrations.

® Dans le cadre des vibrations longitudinales, on parlera de modes de traction-compression, leur nature
dépend du type de conditions aux limites envisagées.

® Chaque mode i est caractérisé par une pulsation propre Q; et une forme propre X; = X;(x), fonction de la
position sur I'axe de la barre.
= Les formes propres sont définies a une constante pres.

Remarque

La famille des vecteurs propres {{X};};=1,... « forme une base de dimension co permettant de représenter le
comportement dynamique du systéme.
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Modes de vibrations

Orthogonalité des modes de vibration

Deux modes donnés (£, X) et (Qs, Xs), pour lesquels Q, # Qs, vérifient les propriétés d’orthogonalité
suivantes :

L L
X, dX.
/OX,Xsdx:O s /0 %%dx:O lorsque r#s

Définition

On appelle masses modales et raideurs modales les quantités scalaires m; et k; définies par :

L L \2
mi=pS/ XZdx k,-=Es/ (%) dx  Vix1
0 0 X

Ki

Par ailleurs, les pulsations propres sont définies par | Q; = p
i
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% Démonstration 2.3 - orthogonalité des modes de vibration

Léquation des formes propres est écrite pour deux modes différents X, et Xs

a2 X,
X2
d?Xs
“ax

L
On eﬁectue/ Xs(2.1)dx :
0

[X%L

Sadx |,
—————
=0 (car C.I. homogeénes)

L
puis/ Xr(2.2)dx :
0

L

dX

Xy —=
dax g
—

=0 (car C.I. homogeénes)

baptiste.bergeot@insa-cvl. fr

+B2X, =0

+B2Xs=0 avec r#s

L 2
X, ,
/0 (xs reaht B,XSX,)dx =0
L L
aXs dX,
A d—;d—x’dx+/0 BPXsX;dx =0

L 2
X.
/0 (X, ddX; + BSZXSX,) dx =0

L L
ax, dXx.
A d—x’ d—Xde +/0 B2X: Xsdx = 0

Vibrations des structures
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% Démonstration 2.3 - orthogonalité des modes de vibration

En faisant (2.3)-(2.4), on obtient :

(ﬁ? —ﬁs) /OLX,Xsdx =0

Donccommer #sona:

L
/ X Xsax = 0 (2.5)
0

En introduisant (2.5) dans (2.3) (ou (2.4)), on a également :

L
dX; dXs B
L @ dxdx =0
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Modes de vibrations

Normalisation des modes de vibration

Les vecteurs propres X; sont définis & une constante prés, on peut donc les normaliser par rapport aux masses
modales :

yo— X X

Jos [Exzax VM

Quand on considére les modes {(€;, Yi)}i=1,....oOna:

Remarque

Dans la suite on suppose que les modes sont normalisés par rapport a la masse
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Chapitre 2 — Vibrations longitudinales des barres _
Prise en compte de 'amortissement

Deux types d’amortissement :

® Amortissement structural d0 a la nature viscoélastique du matériau.

8u
oxot

= Viscoélasticité linéaire, modeéle de Kelvin :

R ou
0'—Ee+ye—E&+/4

ou
® Amortissement di aux forces (linéiques) de frottement externes

o —
ot
Nouvelle écriture du PFD sur I’élément de barre
Le PFD sur I'élément de barre s’écrit maintenant :
u d (_ou du du
Sdx — =S—— (E— + u—— | dx — vdx—
P = % ox ( ax M oxat VX ot

et donc

Pu u o pdu v du
o2 Eaea Eor sEar - ° XeloL
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Réponse forcée harmonique - Approche « directe »

On considére le probleme de vibrations d’'une barre sollicitée ponctuellement, sur 'une de ses extrémités, par force
ou déplacement imposés.

= Les excitations sont supposes harmoniques de pulsation w, s’appliquant selon la direction longitudinale x.

U® cos(wt)

N\

Fcos(wt) 2

(a) (b)

Figure 2.4- Vibrations forcées harmoniques d’'une barre (traction-compression) : (a) excitation par force imposée ;
(b) excitation par déplacement imposé.
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Réponse forcée harmonique - Approche « directe »

® La réponse stationnaire s'obtient par considération d’une solution particuliere | u(x, t) = U(X)ef“’t de

Pu u o pdu v ou
- £ - £ - _ = _ L
o Eacat Eor SEar 0 XElOL

® On montre que 'amplitude complexe U est décrite par I'équation suivante :

2
%w’@u:o x€lo,L[ ol y*:w‘lg

Les phénomenes de dissipation étant pris en compte a partir d'un mode de Young complexe
E" = E(1+/17) ou n est appelé facteur de perte. Dans ce cas la contrainte o est reliée a la déformation

axiale e par| o = E(1+jn)e |

® Lamplitude complexe U s’exprime alors par

U=Ae % +B"*  xe[0,Ll] ot ¥ = w, /%

ol y* est le nombre d’onde complexe, défini par rapport a la pulsation d’excitation.
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% Démonstration 2.4

Lintroduction de u(x, t) = U(x)&/“! dans
u LK o pdPu v du

=z —_ LT - _ _“"_-9o
ax2 E ox2ot E o2 SE ot
conduit &
d?u u d?U o P v
a2 HEGe T EV TwggY =0
M d?u 2P .V _
(1 wa) dx? +(w E ijE)U_O
2 2
dU+ w p {wv/S U=o
dx? E+jou
Si on néglige 'amortissement di aux forces de frottement externes (i.e. v = 0) on obtient :
U
d2+y U 0 x €]0,L[

avec le nombre d’onde complexe

*_ P _ P : _wp
7“"\/Eﬂ'wu“"\/E<1+m> e =
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Réponse forcée harmonique - Approche « directe »

La solution stationnaire s’exprime a partir de 2 constantes A et B, obtenues par application des conditions aux
limites qui contiennent le forgage :

Barre encastrée en x = 0 et excitée par force en x = L

du
Conditions aux limites : | U|y—o =0 et E*S — s[5
ax ;.
Lamplitude complexe U s’écrit alors :
F —edY'x 4 g'x

= Es erizert  XCI0H]

Barre excitée par déplacement imposé en x = O etlibreenx = L

du

_— =0
ax [,

Conditions aux limites : | U|y=o = U%" et So|y- =0 =

Lamplitude complexe U s’écrit alors :

eIV (x-L) 4 gy (x-L)
— yor
U=U e ) x € [0,L]
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2 Démonstration 2.5 - Barre encastrée en x = 0 et excitée par force en x = L

Si la barre est excité par une force harmonique F&/“! en x = L on a alors :

du
ox

- E'S au

FE' =8 0|y =S(E€e + ué)|xer = S(Ee +jwp)€ly— = E*S ™
x=L X

EJ“”
x=L

Les conditions aux limites s’écrivent donc :

au
o= E'S —=| =F
Ulx=0 =0 et S o

x=L

d'ols, comme U(x) = Ae V"X + Be/Y™* ona:

1 1 A 2 A 1 11 ,9
“iye 't jye (Bl T gg T B T [ye it jyret

E*S
= |B=as 1
JY*E*S e V'L 4 jy*elY’L
et donc finalement :
F  —e '™ 4

=S erirert  XCI0L]
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% Démonstration 2.5 - Barre excitée par déplacement imposé en x = O et libreen x = L

Si la barre est excité par un déplacement harmonique U9¢/“! en x = 0 on a alors :
Uly=0 = Ulx=0 gt = Yt

Les conditions aux limites s’écrivent donc :

du
-y = =
Uly—o = U¥ et Soly- =0 = o

x=L

d'ots, comme U(x) = Ae¥"* + Be/Y™* ona:

1 1 A _ uer Al 1 1 1y
jyre L e \B[ T 0 [ T BT |jyre L jyrelrt 0

yselr L B Udre=iv L
= = — et = —
e~ Iv*L 4 jy*Belv*L e "L + jy*Belv'L

et donc finalement :
ey (x=L) 4 gfy*(x=L)
=UY x € [0,L]

e V'L + gv'L

U

34/84
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Réponse forcée harmonique - Approche « directe »
Phénomeéne de résonance

S'il n’y a pas d’amortissement :
® Barre encastrée en x = 0 et excitée par forceenx = L,onaenx =L

F —e it jyL
Ux=L)= — & -
JjYES e vt + et yES

tan (yL)

2i —1 2i -1 /E
donc U(x = L) — oo (résonance) si y=% et w=% ; (i=1)

= Résonance quand m des modes de la barre encastré-libre

® Barre excitée par déplacement imposé enx = O etlibreenx =L,onaenx =L

2 1
S =Ur—_ 2y
Ux=b)=U el + et v cos (yL)

= Résonance quand des modes de la barre encastré-libre
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Chapitre 2 — Vibrations longitudinales des barres _
Réponse forcée harmonique - Approche « directe »

Barre encastrée en x =0 et excitée par forceenx =L
T

10°8F-- RN IO BN RN N
w 107 e RGOREE CETNE [SRRLR TEPRRS SORRY SEPERR &
F 1070\ /N AN AU A AU AU AU . U E
x
= oMbV A / J
2 10-12 ' ! | = sans amortissement
PYORLC SR U BRSNS SN B o Avec amortissement |3
0 50000 100000 150000
w
Barre excitée par déplacement imposé en x =0etlibreenx =L
T T T T
& 10p e 1
~ i
3 50 2 | i | | iy | Tt | B | M | e 1
. { '
S ' — Sans amortissement
AV / \J/ \J_\ ! \J | — Avec amortissement
0 50000 100000 150000
w

Figure 2.5- Evolution fréquentielle du déplacement longitudinal (amplitude) d’une barre encastrée en x = 0 et
excitée (en haut) par force harmonique en x = L et (en bas) par déplacement imposé en x = O et libre en x = L.
Réponse au point d’excitation.
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Réponse forcée harmonique - Approche « directe »

Remarque sur le modéle d’amortissement

. 5 [P [p 1 P 7l
1 = —_— X —_ == _= —_f-
si0<np<1= |yV=w ECT+j7) O\ E j277w E-Y 12777

® Le bruit n’affecte que la partie réelle de nombre d’onde

= Le décalage des fréquences de résonance est tres faible par rapport au cas conservatif

\Jsh2(ynL) +sin?(2yL)

Preuve graphique : [tan (y*L)| = oh(ynl) + cos@yl)

tan ((7 —i%ny)L)‘ =

-2F — cos(yL) — cosh(ynlL) +cos(2yL)

20 85 90 95 100
Y
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Principe de décomposition modale

Proposition

Les formes propres {X;}i>o constituent une base de représentation pour décrire le comportement dynamique du
systéme (possiblement forcé). La décomposition modale se traduit par

u(x,t) = ) di(Xi(x)
i=1

@i = ¢i(t) : amplitudes modales.

Principe de troncature modale

En pratique, seuls n modes {X;};—1,.._, sont retenus pour décrire la décomposition modale. C'est le principe
de troncature modale. La décomposition s’écrit alors :

u(x,t) = )" di(Xi(x)

i=1
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Principe de décomposition modale

Cas des vibrations libres non amorties

® En appliquant le principe de décomposition modale et les propriétés d’orthogonalité des modes, on

montre que
a? ¢l 2, _ ,
dt2 +Q7 ¢ =0 Vi >1
t do , L
dilt=0 = dio =PS/ Xiugdx ,  —=| =i =pS/ Xilg dx
0 at o 0

® La solution de chacune des équations précédentes est connue (cf. Chap. 1) :

@i = ¢ipcos(Qt) + @sm(ﬂit)
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Chapitre 2 — Vibrations longitudinales des barres _
% Démonstration 2.6

On suppose un décomposition modale de type u(x, t) = ¥, ¢;(t)X;(x) qui est introduite dans I'équation du
mouvement sans amortissement :

6)(2 E o2
L 0 2
aX; o 02 o
X, 22 PN T Pty =0
/o ’;(p’dxz Ei:1 az ™
L 00
d¢
2
i=1 l=1
B oot LSy
Z—¢;/TspSL X,X,-dx—gzwps‘/o X, Xidx = 0
=1 i=1
=0sir#i =0sir#i
=mjsir=i =mjsir=i

En utilisant les propriétés d’orthogonalité des modes, les définition des masses et raideurs modes et en supposant
que les modes sont normalisés par rapport a la masse (m; = 1), on obtient :

B 1 e
pS” SE ar?
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% Démonstration 2.6

2 Qp
Comme| Bi = = , on obtient finalement :
d2¢i 2 .
e +Q7 ¢ =0 Vi1

Il faut aussi projeter les conditions initiales u(x, 0) = ug dans la base des modes propres :
ug = Z BioXi
i=1
L L >
PS/ Xrupdx =PS/ X’Z i Xidx
0 0 i

L o L
pS / Xruodx = Z ®iopS / XrXjdx
0 o 0

En utilisant les propriétés d’orthogonalité des modes et en supposant que les modes sont normalisés par rapport a
la masse, on obtient :

L L
é10 = pS f Xuodx | et | o =pS / Xitio dix
0 0
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Principe de décomposition modale

Prise en compte d’une excitation aux extrémités de la barre

Obijectif

Approximer les résultats obtenus précédemment a I'aide d’'une décomposition modale tronquée

En appliquant le principe de décomposition modale et les propriétés d'orthogonalité des modes, on montre
que :

d?¢;  u_,dg¢;
Y oo Y- pust
dt? YEY

fo et f, : forces appliquées au systtmeenx =0etx =L

+Q2¢; = fHXi(0) + X (L)  Vix1

Remarque

Les modes utilisées sont choisis pour étre « compatibles avec le forcage considéré »
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% Démonstration 2.7

Formulation faible du probléme (cf. cours d’éléments finis, J.-M. Mencik) :
L &u u &u
h(x) |pS— —uS—— -ES—; |dx =0
/0 (x) (p oz Maxzar T "7 ax 2)

avec h(x) une fonction définie sur [0, L]. Une intégration par partie des deux derniers termes donne :

L L 2
] +uS dh(x) 6°u

pS/ h(X) G % kS , dx oxot

66t

L dh(x) du

-ES
dx Ox

L
h(x)% +ES dx =0
0

On pose | u(x,t) = Z &r (1) Xr(x) |et| h(x) = Xi(x) |ce quidonne :
pS / X0 2 (Z 60X,

dx — uS

L L 2
axi(x) @
X’<X)a at +"S/0 o oxat Z¢’X’ o

L
ax; a
0+ES/0 1) Z¢,x,

-ES X,-(x)% dx =0

ax
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% Démonstration 2.7

Donc, en utilisant les propriétés d’orthogonalité¢ des modes (cf. diapositive 24), on obtient

B p ,dei o &u |t au)*
gz TEY g PHOTHS XN GG, TES X5, T
ou d%u ou Pu
Xi(L)S|E — —_— - Xi(0)S|E — —_—
o ( ox X:L+'u oxot x:L) 1 ( ox x:0+ﬂ oxot x:O)
Selon le modéle de Kelvin on a également (cf. diapositive 28) = Eau + &u donc
9 -aep 7T Eox THoxat
Ro pu ,dd o #u oul
az TEY g THO RS XN G|, TES X5, T
ou dPu ou &Pu
Xi(L)S|E — _— -Xi(0)S|E —
l( ) ( ox x=L T oxot X=L) l( ) ( ox x=0 T oxot x=0)
o S=f|. o S=—fq (convention)
Et donc finalement
a2 p; doi .,
Tf’ + Eﬂf% + Q2 = X (0) +ALX(L) Vi1
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% Démonstration 2.7

Le tenseur des contraintes et le vecteurs contrainte s’écrivent respectivement

[o] =

o 0 0
N
0 0 0 T =[o]7
0o 0 O

avec 77 un vecteur élémentaire normal a la surface et orienté vers Pextérieur de la surface (cf. figure).

On peut donc écrire que :

T =t =/—T’d3=/[a]ﬁ’d3= o-e_x)/dS: oSe,
S S S

fo = o8, =/7’ds=/[a]?ds= —cre_;/d3= _osSe;
S S S
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Principe de décomposition modale

Cas d’une excitation par force imposée

Systéme : barre encastrée en x = 0 et excitée par force Fcos(wt) enx =L

d2_¢" ey asi

® Léquation précédente s'écrit : :
quationp ae TET o

+ Q% ¢ = Feos(wt)Xi(L) Viz1

® On suppose une réponse oscillant a la pulsation de forgage u(x, t) = U(x)ei“". Dans ce cas en posant
¢ = ©;e/“! la décomposition modale s'écrit :

Ulx, @) = 3 &)X (x).
i=1

® Comme précédemment, les phénoménes de dissipation sont pris en compte a partir d’'un facteur de perte 7.
L'équation précédente s'écrit :

0P+ Q2(1 +jn)®; = FX;(L)  Vix1.

® Les modes de barre encastrée-libre sont utilisée, on obtient donc :

L (FIOAOXWL)  (F/@P)sinl(2i - 1)x/2]
) - (/992 (1+jn) - (w/9)?
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% Démonstration 2.8

Passage en complexe (on étudie (f;,- avec ¢; = Re[:ﬁ,-] eton ometles”) :

) s Hoed%

P p de
dz " E T dt e TEY

+ Q% ¢ = Feos(wt)Xi(L) = a2 T Eat

+QF ¢y = F&IXi(L)

On suppose ¢; = ;e/“! et donc :

—a)z(l)i +ng9,‘q)i + Qiz(l),' = FX,'(L)

Comme 17 = “*, on a bien :

—0; + Q2(1 +jn)®; = FX;(L) Vi 1.
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Principe de décomposition modale

Cas d’une excitation par force imposée

Figure 2.6- Evolution fréquentielle du déplacement d’une barre encastrée en x = 0 et excitée par force harmonique
en x = L : réponse au point d’excitation obtenue par approche modale.
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Principe de décomposition modale

Cas d’une excitation par mouvement d’un support

Systéme : barre soumise en x = 0 & un déplacement imposé u9"

® Dans le référentiel du support en mouvement, I'équation du mouvement s’écrit :

&Pur Bur ur d?ud
o Moot T e T TP g
® En supposant un mouvement oscillant 2 la pulsation de forgage u*(x, t) = U*(x)&/! et en s'appuyant sur

une décomposition modal U* = Y x @, X, puis en observant encore les propriétés d’orthogonalité, I'équation
précédente devient :

pS avec u*=u-u¥

L
—w2q>,-+gz,?(1+jq)<1>,-=w2psu9f/ Xidx  Vix1.
0

ou on a pris en compte les phénomeénes de dissipation a I'aide du facteur de perte 7.
® Les ®; sont alors données par

 (w/Q)2pSU” i sin(Bix) dx
T (i) - (w/9)?

ou les modes de barre encastrée-libre sont encore utilisés.

Vi>A1,
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Chapitre 2 — Vibrations longitudinales des barres _
% Démonstration 2.9

Siu* =u—u9, alors :

8u E d2u ou* Pur dPu* a2ud

sZY _us Fu_y s _us -E - _pS
oo T H ax2at ox® TP T o e PP ge

On suppose u*(x, t) = U*(x)e/®! et donc :

—w?pSU*

2
d Li = WPpSUY
24

2
pSU* d L; = —pSUY
X

On pose ensuite U* = Y}, @y X etdonc :

E , Y
pS;CDka + +m)s;q>k?2k = —pSUY

oL

b

oL E )
/O X (p8 Y Xy - — +im)S Y. OxBEX = —psugf)c/x
“ k k

Xe ar
2 -pSU )dx
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% Démonstration 2.9

Du fait de I'orthogonalité des modes on obtient :

®; - —(1 +177)CI>, / XipSU® dx

E 9,-2
CD,' - —(1 +j7])(l>/— = —pSUgr/ XidX
w? E o

L
W@+ QZ(1 +jm)®; = prSUgr/ X; dx
0

Finalement on a bien :

(@/Q)PpSUY [ Xidx  (w/Q4)2pSU [ sin(5;x) dx
T+ - (/@2 (1) - (/)2
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Digression sur d’autres problémes de vibrations

Fa p Pa
2 G o
rotation d’une section de I'arbre positionnée a I'abscisse X, G représente le module de cisaillement [Pa], et
ou 'on a pris en compte que le couple de torsion s'exprime GJa’ (J représente le moment d'inertie polaire

[m*]).

® Arbre cylindrique (cf. Fig. 3.7(a)) : =0 x€]0,L[, ot @ = a(t,x) représente la

Pw  mdPw
® Corde tendue (cf. Fig. 3.7(b)) 1| —5 — =— =0  x €]0,L[, louw = w(t, x) représente le
X2 T or
déplacement transversal d’'un point de la corde positionné a I'abscisse x ; m et T représentent respectivement
la masse par unité de longueur [kg.m~"] et la tension de la corde [N].

FPp 1%
— - —=—=0 x €]0,L[, oup=p(t,x) représente le pression
e 2o 10, L[, |oup = p(t,x) rep p

acoustique en un point du tube d’abscisse X ; ¢ = \/yPaim/po est la vitesse du son dans le milieu considéré.
Avec dans l'air y = 1, 4 (rapport des chaleurs spécifiques), Pam ~ 1 bar (pression atmosphérique) et

po=1,2 g/cm® (masse volumique de I'air).

® Onde acoustique (plane) :

baptiste.bergeot@insa-cvl.fr Vibrations des structures 52/84



Principe de décomposition modale

"/////
.
1 |s

(a) (b)

Figure 2.7- Probléemes de vibrations analogues a celui d’'une barre : (a) torsion d’un arbre cylindrique; (b) corde
tendue.
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Plan du cours

Chapitre 3 — Vibrations transversales des poutres
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Vibrations libres et modes de vibrations

= Probléme étudié : vibrations libres d’'une poutre en flexion droite, homogéne et non amortie.
L w

l fx, 1)

HptAA444

® Caractéristiques matérielles et géométriques :
densité p [kg.m~2], module d'Young E [Pa], section S [m?],
moment quadratique de section / [m*], longueur L [m].

* w =w(t, x) : déplacement transversal de la fibre neutre.
Equations du mouvement

A la position x, 'équation du mouvement du systéme s’exprime alors par :

o*'w  pS &Pw

w*-ﬁﬁ:f(x’t) x €]0,L[

baptiste.bergeot@insa-cvl.fr Vibrations des structures 55/84



Chapitre 3 — Vibrations transversales des poutres

% Démonstration 3.10

FZ M(x+dx)
fx, t)H
cn (V() trit
w(x, 1)
i ”deatz i
S O T . -

® Moment fléchissant M : moment dont le vecteur est perpendiculaire a la courbe moyenne et provoquant de
la flexion.

® Effort tranchant V : force perpendiculaire a la courbe moyenne et provoquant un cisaillement
En négligeant les effets inertiels de rotation les équations de la dynamique s’écrivent :
Pw
PFD (suivant e;) : —V(x+dx) +f(x,t)dx + V(x) = dex— (x,1)

TMC en P (suivant ey) : —M(x +dx) + V(x +dx)dx — f(x, t)dx%x +M(x) =
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% Démonstration 3.9

Ennotant| V(x +dx) = V(x) + Z—)‘:dx et| M(x +dx) = M(x) + Zl:dx , les équations précédentes

deviennent :
. 171% Pw
PFD (suivant e;) : “x (x,t) +f(x,t) = psﬁ (x,1)
: oM
TMC en P (suivant ey) : E(X’t) -V(x,t)=0
S e oM ) ) )
La 2e équation permet d’écrire | V = % (voir chap. 8 de [Gere et Goodno(2012)]) et la 1ére devient :

—a—(x t) +f(x,t) —pSa—(X t)

La théorie élémentaire de la flexion des poutres (cf. cours R. Serra et [Gere et Goodno(2012)], chap. 8, éq. (8-7))

&2 &
nous dit que | M = EI—W (etdonc| V = EI—W ) Léquation précédente devient donc :
dx? dx3
o*w pS Pw
=f(x,t L
5 T E e =D xelodLl
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Vibrations libres et modes de vibrations

Solutions stationnaires harmoniques de I’équation homogéne

® On consideére les solutions particuliéres stationnaires harmoniques (de pulsation Q) du probléme en
posant

w(x, t) = X(x) cos (Qt) |

® Avec| f(x,t) =0 |, 'équation a résoudre devient :

a*x
dx*

szs)m

4 5
-BX = L =
0 x €]0, L[ ou S ( =]

S : nombre d’onde de flexion et A : longueur d’onde

® Solution :| X = Acos(Bx) + Bsin(Bx) + Cch(Bx) + Dsh(Bx) x € [0,L] |

A, B, C et D : constantes déterminées a partir des conditions aux limites.
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Chapitre 3 — Vibrations transversales des poutres _
% Démonstration 3.10

On cherche les solutions particuliéres stationnaires harmoniques (de pulsation ) du probléeme en posant
w(x,t) = X(x) cos (Qt) | qui est introduit dans I'équation du mouvement :

o*'w  pS Pw

ox* T El o T

4
X
37 cos (Qt) — ’L;_:—?SZZX cos (Qt) =0

L'équation a résoudre est donc bien :

a*x
dx4

El

92p3)1/4

-B*X=0 xelo,L[ ou B=(

Le polynéme caractéristique de I'équation précédente est :
topt=o =

X = Acos(Bx) + Bsin(Bx) + Cch(Bx) + Dsh(Bx) x € [0,L]

etdonc:
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Conditions aux limites

Les conditions aux limites sont définies en considérant les 4 grandeurs qui caractérisent le mouvement de flexion
(voir [Gere et Goodno(2012)], Chap. 8) :

® le déplacement di a la flexion :

aw(x,t
® e déplacement angulaire (rotation) dd a la flexion : | 6(x,t) = %
02w (x, t
® le moment de flexion :| M(x,t) = EIM
Ox?
FBw(x,t
® lefforttranchant:| V(x,t) = EIM
ox3

Définition

Une condition aux limites homogene consiste a annuler I'une de ses grandeurs
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Conditions aux limites

Boundary condition

Atleftend (x = 0)

Atrightend (x = 1)

1. Free end (bending
moment = 0,
shear force = 0)

2. Fixed end
(deflection = 0, slope = 0)

3. Simply supported end
(deflection = 0,
} bending moment = 0)

4. Sliding end (slope = 0,
shear force = 0)

5. End spring (spring
constant = k)

U

=
1l
o

I

B
I
=)

=/
i
=)

=
I
=3

=

=
1
o

Pw
EI—-0,5)=0
FRACL)
=0

2
(o)
x ox’ o

w0,1) =0 E
w
2200 =0 4

x=1

w(0,1) =0 ﬂ
’w N

EIZ20.0=0 P

ow v

—(0,)=0 2

a0 9:?

Y

=0 x=[

9 Pw
ax ( 9x? )

9 Pw
ox ( 0x? )

©.0) % k
= kw(0,1)

Pw
EI—-0,1)=0
peACL)

©.0)

Pw
EI—(,1)=0
sz( )

2
9 (grodw
ox ox?

w(l,t)=0

=0
(53]

ow
—@H=0
ax( )

w(l,H)=0

*w
EI—(,n=0
axz( )

w _
E(IJ)—O

9 FPw
ox ( 6x2)

[ Pw
ox ( Bxl)

Kw(l, 1)

=0
()

n=

Pw
EI—(1,0)=0
oz D

Tiré de [Rao(2019)]
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Conditions aux limites

Boundary condition Atleft end (x = 0) Atrightend (x = [)
6. End damper (dampin; 2 2
consmntic) pne 2 (pr%w = 9 (Ela_"” =
£ < ox ox2 o < ox ox?2 0
\21(( ow RJET\ ow
=0 —QE(OJ) ‘=l 27(“)
2 2,
EI‘;TI;J(OJ):O EI%(IJ):O
7. End mass (mass = m m F) EIaZW mn a EIaZw
with negligible moment ™ ( —) = = ( —2) =
of inertia) [ E— x\ 0/, @ s
= 2 =1 2
=0 ) : ) 4
Pw Pw
EIZE0.0=0 EISZ0.0=0
8. End mass with moment of m o Pw m P w -
inertia (mass = m, moment EI 3_)52(0' n= Elﬁa' n=
of inertia = J ) m Iy D: Pw m, :ﬂ Pw ’
—Jo——(0,¢ Joz—5 (1
o0 L07502 O =1 Lo3n "
2 2
2 (EI 6_1;1) = di (EI 6_1;;) =
ox ox’ o x 0x’ 0
Pw Pw
-m S0 K

Tiré de [Rao(2019)]
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Poutre en appuis simples

Conditions aux limites

Les conditions aux limites s'écrivent :

2X 2X
Xlx=0 =0 et d— =0 s Xlx=L =0 et d— =0
ax2 |,_g ax? |yy

Les solutions de I'équation (il y en a plusieurs!) s'écrivent :

v

Xi(x) = Bsin(Bix) x € [0,L] ou Bi=— i

Les pulsations associées a ces solutions sont exprimées par
. \2
in El )
Qi=|(— — i>0
L pS

Poutre en appuis simples : seul cas ou il y a une solution analytique

Remarque
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% Démonstration 3.11

Les dérivées successives de X (x) sont :
X = Acos(Bx) + Bsin(x) + Cch(Bx) + Dsh(Bx)

Z— = —BAsin(Bx) + BBcos(Bx) + BCsh(Bx) + BDch(Bx)

X
a?X 2 2p: 2 2
GE = —“Acos(Bx) — B°Bsin(Bx) + ~Cch(Bx) + fDsh(Bx)
Les conditions aux limites d’une poutre an appui simple s'écrivent donc :
Xlx=0=0 = A+C=0 (3.6)
X|x=. =0 = Acos(BL) + Bsin(BL) + Cch(BL) + Dsh(BL) =0 (3.7)
2
IX o = —gA+pCc=0 (3:8)
dx2 |y_o
2
% =0 = —pB%Acos(BL) — B2Bsin(BL) + B2Cch(BL) + BZDsh(BL) (3.9)
x=0
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% Démonstration 3.11

(36)+(38) =
Les équations (3.7) et (3.9) deviennent donc :
Bsin(BL) + Dsh(BL) =0
—Bsin(BL) + Dsh(BL) =0

w @
Lo

En effectuant les opérations suivantes on obtient :

310)+(311) = 2Dsh(BL) =
(3.10) — (3.11) = | 2Bsin(BL) |équation caractéristique = |B;= I (i=1)

Finalement la déformée modale s'écrit :

Xi =Bsin(Bix) x¢€[0,L] ol Bi=— i>1

baptiste.bergeot@insa-cvl.fr Vibrations des structures 65/84



Poutre en appuis simples

Déformées modales

/ \ X(x)

~ L/2 - L»){(x)

N X

LX(x)

WP /NK B (

'—\\//\\//“ me

L/2 LX(x)
NN

Figure 3.8- Evolution spatiale des formes propres {Xi}i=1,2,3 pour une poutre en appuis simples.
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Poutre encastrée-libre

Conditions aux limites

Les conditions aux limites s’écrivent :

2 3
Xl|x=0 =0 et % =0 R ﬂ =0 et ﬂ
ax [,_o ax? |-, ax3

x=L

Les solutions de I'équation (il y en a plusieurs!) s'écrivent :

N N ., (cos(LBi) +ch(LBi)) PP,
Xi(x) = A|cos(xBi) — ch(xB;) + “Sn(lB) +sh(lG) (sh(xB; sm(XB,>>)]
x € [0,L] (3.12)
Avec
‘B1L =1.8751 |, | BoL =4.69409 |, | B3L =7.85476 |, | BiL ~ (2i — 1)% pouri >3
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Chapitre 3 — Vibrations transversales des poutres

Poutre encastrée-libre

Déformées modales

2 =—— Mode 1 - Mode2 -——— Mode3 =—— Mode 4

Figure 3.9- Evolution spatiale des formes propres {X; }i=1,2,3,4 pour une poutre encastrée-libre.
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% Démonstration 3.12

Les dérivées successives de X (x) sont :
X = Acos(Bx) + Bsin(Bx) + Cch(Bx) + Dsh(Bx)

% = —BAsin(Bx) + BBcos(Bx) + BCsh(Bx) + BDch(Bx)

2
% = —B2Acos(Bx) — B2Bsin(Bx) + B2Cch(Bx) + B2Dsh(Bx)
X

= AB%sin(Bx) — BB® cos(Bx) + CB3sh(Bx) + DB3ch(Bx)

dx3
Les conditions aux limites en x = 0 donnent :

X(0)lo =[A+C = 0] { A= -c
=

x| — - D
donc )
d ;i(zx) = —B2A (ch(BL) +cos(BL)) — 2B (sh(BL) +sin(BL)) = 0
x=L
ce qui donne

_ ch(BL) + cos(BL) A
" sh(BL) +sin(BL)

= On retrouve bien (3.12)
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% Démonstration 3.12

La 2eme C.L. en x = L s’écrit
X (x)
dx3

= BRA(sin(BL) — sh(BL)) — B°B(cos(BL) +ch(BL)) =0
L

2AB° [cos(BL)ch(BL) + 1] _

sin(BL) + sh(BL) 0

d'ou finalement

Léquation caractéristique s’écrit :| cos(BL)ch(BL) +1=0 |ou‘ cos(BL) = —1/ch(BL)

— cos(BL)
— —1/cosh(B L)

Graphiquement (numériquement) on a donc bien :

BiLl = 1.8751 |, | BoL = 4.69409 |, | BsL = 7.85476

> >

- _ N ~ o~ (oi - N E
De plus ﬁkiqw(1/ch(BL)) =0 [dou ﬂlLliwmcos(,BL) =0 |donc| BiL = (2i 1)2
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Modes de vibrations

Orthogonalité des modes de vibration

Deux modes donnés (Qr, X;) et (Qs, Xs), pour lesquels Q, # Qg, vérifient les propriétés d’orthogonalité
suivantes :

L L 2y o2
ad<X; d<X.
/ X Xsdx=0 T~ S ax=0 lorsque r#s
0 b dx?2 dx?

Définition

On appelle masses modales et raideurs modales les quantités scalaires m; et k; définies par :

L L2y \2
m,'=pS/ X2dx k,-:EI/ X ax  Vix1
0 0 dx?

ki

Par ailleurs, les pulsations propres sont définies par | Q; = =
i
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2 Démonstration 3.13 - orthogonalité des modes de vibration

L'équation des formes propres est écrite pour deux modes différents X, et Xs

d*X
dx“’ _'B;‘ re
d*X.
de BiXs=0 avec r#s
L
On eﬁectue/ Xs(3.13)dx :
0 ' X, X, 4 XX, | dx =
A Sy + B XsXr | dx =0
x5 rLdXs dBX, .
Sk - XeXpdx =
[sdx3o o dxdx3d /B,srdX
BX 5 [dXs 2% 15 L dPXs a2X,
Xs—| - |== - 4 XsXedx = 0
[de3 dx dx? o dx? dXZX/Oﬁ,s,X

=0 (C.l. homogeénes)

L
puis/ Xr(3.14)dx :
0

[ a3x, |t
"axd |,

dx dx?

[dX, 2xs |-

L d2Xs d2X,
b dx2 dx?

L
- / BiXsXpdx =0
0

=0 (C.I. homogeénes)
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2. Démonstration 3.13 - orthogonalité des modes de vibration

En faisant (3.15)-(3.16), on obtient :

(ﬁ;‘ —ﬁ;‘) /OLX,Xsdx =0

Par conséquent comme r # s alors :

L
/ X Xsax = 0 (3.17)
0

En introduisant (3.17) dans (3.15) (ou (3.16)), on a également :

L d2X, dX?

G @ dxdx =0
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Réponse forcée harmonique - Approche « directe »

On considere le probleme de réponse forcée harmonique d’'une poutre amortie, les phénoménes d’amortissement
étant pris en compte a partir d’un facteur de perte 7; (ce type d’amortissement a été précédemment évoqué pour le
cas de la barre en traction-compression).

Les excitations envisagées peuvent étre de natures assez diverses : forces transversales, moments,
déplacements transversaux ou rotations.

Fcos(wt)

5 4
7 Wercos(wt)
[ |

e ¥

(a) (b)

Figure 3.10- Vibrations forcée harmonique d’une poutre excitée a I'une de ses extrémités : (a) force imposée; (b)
déplacement imposé.
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Réponse forcée harmonique - Approche « directe »

® |aréponse stationnaire s'obtient par considération d’'une solution particuliere w(x, t) = W (x)&/“! de
Al d'w  pS pS 8w
ox* " El o2
® Lamplitude complexe W est donc décrite par I'équation suivante :

=0 x €]0,L[

a‘w

wpS 14
-7 ‘w=o x €]o,L[ ou 'y*:(_)
x4t

E*l

® |’amplitude complexe W s’exprime alors par

w?pS 1/4
E*l

W=Ae V¥ 1+ B X + Ce* + De¥™*  xe[0,L] ot y'= (

ol y* est le nombre d’onde de flexion complexe.
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% Démonstration 3.14

La forme de solution recherchée w(x, t) = W (x)e/*! est introduite dans I'équation du mouvement :

*w pS Pw pS.
— e/wt 2_W wt _
axt EI ra o = dX4 El ¢ 0
On a donc bien :
a‘w w?pS /4
e -y*W=0 x¢€]o,L[ ou y:( 5 )

Si on souhaite prendre en compte de la dissipation on introduit encore

(w2p3)1/4

=E(1+jn) = |¥' = =T

Le polynéme caractéristique de I'équation précédente est :
r—y =0 = |r==xy" iy

et donc

w?pS 1/4
E*l )

W=Ae Y%+ B X + Ce”™* + De¥*  xe[0,L] ou y*= (
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Chapitre 3 — Vibrations transversales des poutres _
Réponse forcée harmonique - Approche « directe »

La solution stationnaire s’exprime a partir de 4 constantes A, B, C et D, obtenues par application des conditions
aux limites qui contiennent le forgage :

® Poutre encastrée en x = 0 et excitée par force transversaleen x =L :
Les conditions aux limites s’écrivent :

aw a?w Sw
Wlx=0=0 e — =0 , E*I == =0 et E*/ —— =
ax x=0 dx x=L dx x=L
On a donc

1 1 1 1 A 0
—jv* e i b B 0
_y*ze_[y*L _,y*Zejy*L 7*2e-y*L y*ze«,*L c (= 0

j-y*seij*L _j)/*Se/'y*L _7*36—7*L y*3ey*L D F/(E*I)

—_— —

G A F

Les constantes A, B, C et D s'obtiennent alors par inversion numérique de la matrice G :
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Réponse forcée harmonique - Approche « directe »

40

20|

Amplitude du déplacement (dB)

!
s

0 260 460 660 860 IdOO 12‘00 14‘00 16‘00 13‘00 2(;00
Fréauence (Hz)

Figure 3.11- Evolution fréquentielle (en échelle logarithmique) du déplacement transversal (amplitude) d’'une poutre
encastrée en x = 0 et excitée par force harmonique en x = L : réponse au point d’excitation.

Remarque

Il'y a résonance quand la pulsation de forcage est proche d’une des pulsations propres du systéme libre
(quand il n'a pas de d’amortissement, pulsation propres et de forgage coincident).
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Réponse forcée harmonique - Approche « directe »

0.02 5210
0.01
0
0
-5
-0.01
f =100 Hz f =500 Hz
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1% 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x10° X/ x 107 x/t
5 4
2
0
0
-5
-2
1oL =1000 Hz . f = 1500 Hz
) 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ) 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/L x/L

Figure 3.12- Evolution spatiale du déplacement (Re [ W ]) d’'une poutre encastrée en x = 0 et excitée par force en
x =L
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Principe de décomposition modale

Proposition

Les formes propres {X;}i>o constituent une base de représentation pour décrire le comportement dynamique du
systéme (possiblement forcé). Dans le cas ou il n’existe pas de mode de corps rigide, la décomposition modale se
traduit par

wix,0) = )" (X (x),

i=1

@i = ¢i(t) : amplitudes modales.

Principe de troncature modale

En pratique, comme dans le cas de la barre en traction, seuls n modes {Xj};=1,... » sont retenus pour décrire la
décomposition modale. C’est le principe de troncature modale. La décomposition s'écrit alors :

wix,t) = )" ¢i()Xi(x)
i=1
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Principe de décomposition modale

Cas des vibrations libres non amorties

® En appliquant le principe de décomposition modale et les propriétés d’orthogonalité des modes, on

montre que
a? ¢l 2, _ ,
dt2 +Q7 ¢ =0 Vi >1
t do , L
dilt=0 = Bjo =PS/ Xiugdx ,  —=| =i =pS/ Xilo dx
0 at o 0

® La solution de chacune des équations précédentes est connue (cf. Chap. 2) :

@i = ¢ipcos(Qt) + @sm(ﬂit)
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% Démonstration 3.15

On suppose un décomposition modale de type w(x, t) = 32, ¢;(t)X;(x) qui est introduite dans 'équation du
mouvement sans amortissement :

/ X,
/) X’

El >, /L o A2 /L

— iBi pS X Xidx + — pS Xe Xidx =0

pS ;d’lﬁl P b rAj Z o2 P b rAj
—_—

E/Z¢, Ly Szd¢')(,-)dx_0

d .
B3 X +os Y, TOx
=

i=1

dx =0

—_—
=0sir#i =0sir#i
=mjsir=i =mjsir=i

En utilisant les propriétés d’orthogonalité des modes, les définition des masses et raideurs modes et en supposant
que les modes sont normalisés par rapport a la masse, on obtient :

P

=0
a2

—B, @i+
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% Démonstration 3.16

1/4
0%pS
Comme ﬁ:( E7 ) , on obtient finalement :

2 g
%+Q,?¢,-=o Vi> 1

Il faut aussi projeter les conditions initiales w(x, 0) = wy dans la base des modes propres :
wo = Z BioX;
i=1
L L =
pS / X, wodx = pS / X Y dioXidx
0 0 i

L Ll L
pS / X, wodx = Z $i0pS / X, Xidx
0 i=1 0

En utilisant les propriétés d’orthogonalité des modes et en supposant que les modes sont normalisés par rapport a
la masse, on obtient :

L L
Pio = pS/ Xiwodx | et | gy = PS/ Xjwo dx
v 0
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